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Resume 

Dans [5j, on a determine le spectre du Laplacien singulier attache aux metriques canoniques sur 

P . Le but de cet article est Petude de Ca-^ j , la fonction Zeta associee a ce spectre. On montre 

qu'elle est prolongeable en une fonction holomorphe en zero et on determine les valeurs de Ca^ — r (0) 
et Ca (0) pour tout m G N : 
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1 Introduction 



Dans 0, on a construit un operateur differentiel singulier associe aux metriques canoniques sur P 1 , 
qu'on note par A^^y , et on a montre qu'il possede un spectre discret, positif et infini, qu'on a calcule 
explicitement. Un des objectifs de cet article est de proposer une alternative aux calculs de Gillet, Soule 
et Zagier, cf. [B], en etudiant le spectre du Laplacien A 0( - m ^ associe aux metriques canoniques sur P . 
On souhaite etudier Ca q{ } la fonction Zeta associee a ce spectre. Comme les metriques ne sont pas 
C°° alors la theorie spectrale des operateurs Laplaciens, voir par exemple [3], n'est plus applicable a cette 
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situation. On developpe une methode de regularisation de fonctions Zeta, qui va nous permettre dans la 

suite de deduire que Ca-^ - est prolongeable en une fonction holomorphe au voisinage de zero, en plus 

on calcule explicitement sa valeur, ainsi que sa derivee en ce point. 

Commencons par rappeler quelques elements de la theorie spectrale des operateurs Laplaciens, voir 
par exemple [3J. Soit (X, hx) une variete kahlerienne compacte et hx une metrique hermitienne de classe 
C°°, et (L,h) un fibre en droites holomorphe muni d'une metrique hermitienne h de classe C°° sur X. 
Dans [18J, Ray et et Singer associent a la donnee ((TX, hx)] (L, h)j, un reel appele la torsion analytique 
holomorphe, qu'on note par T((TX, hx)',Tj) est definie par un procede de regularisation du produit infini 
des valeurs propres non nuls du Laplacien A2- agissant sur A^- -^ (X, L) pour q — 0,1,..., dimc(X). Si 
Ton note par a g ,i < a 9i 2 < ... les valeurs propres non nulles de A|- comptees avec multiplicite, et par 

Ca_(*)=^ ' 



OL 

k>l 1- k 

la fonction Zeta associe, on montre par des methodes de la theorie du noyau de la chaleur, voir [3J, que 
^A r converge pour Re(s) > 1 avec un pole en s = 1 et s'etend en une fonction meromorphe sur C entier 
et qu'elle est holomorphe au voisinage de s — 0, voir [3J § 9.6]. On pose alors 

n 

T((TX,h x );L) Vk^(0). 

9=0 

Dans [H], Voros etudie la notion du produit regularise associee a une suite abstraite de reels {«fc}fceN 
qui verifie les hypotheses suivantes : 

1. La suite {afcjfcgN est croissante et non bornee. 

2. La fonction 6(t) := YlkLi e ~ tak converge pour tout t > et elle admet un developpement en serie 
de Laurent pour t assez petit de la forme suivante : 



n=0 

avec {i n } n >o une suite de reels croissante non bornee et telle que io < 0. 
Alors si Ton pose 

Z(s,a):=y2- ■ — r- pourRe(s)>l, 

k>l y ' 

appelee la fonction Zeta generalisee, voir p. 444], on verifie qu'elle s'etend en une fonction meromorphe 
sur C et elle est holomorphe en zero. On definit done, le produit regularise des reels a±,a2,... plus 
generalement celui de a\ — a, a2 — a, . . . (pour tout a < 0) comme etant le reel : 

D(a) := exp(-C'(0, -a)) 

D'apres Voros, on appelle D(0) le determinant regularise de la suite {ckfcjfcgN- Lorsque {ckfc}fc>i sont 
les valeurs propres d'un operateur Laplacien alors, par definition, on verifie que le determinant regula- 
rise correspond a l'exponentielle de la torsion analytique de Ray-Singer. Voros montre aussi un resultat 
important qui decrit explicitement le comportement asymptotique de log_D pour a 4 -oo en fonction 
des {ci n } nS N, voir [2U p. 448 (5.1)]. Reciproquement, si Ton donne une fonction A dont tous ses ze- 
ros sont positifs et admettant un developpement asymptotique du meme type, alors on montre que £, la 
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fonction zeta associee a ces zeros s'etend en une fonction meromorphe sur C et elle est holomorphe au voi- 
sinage de zero, en plus on montre que £(0) et £'(0) se deduisent du developpement asymptotique du log A. 

La torsion analytique est un ingredient fondamental de la geometrie d'Arakelov. Dans le cas de fibre 
en droites trivial sur l'espace projectif muni de la metrique de Fubini-Study, Ikeda et Taniguchi deter- 
minent explicitement le spectre du Laplacien associe a ces metriques, voir |13j . En se basant sur leurs 
resultats, Gillet, Soule et Zagier calculent explicitement la torsion analytique dans ce cas [BJ. Gillet et 
Soule utilisent ce calcul pour demontrer leur theoreme de Riemann-Roch arithmetique pour le fibre en 
droites trivial sur l'espace projectif muni de la metrique de Fubini-Study, voir [BJ Theoreme 2.1.1]. 

Ce texte est constitue de deux parties logiquement independantes : 

Dans la section ([2]), on etend la notion de la torsion analytique holomorphe aux fibres en droites 
munis de metriques admissibles sur P 1 . Rappelons qu'une metrique est dite admissible si elle est limite 
uniforme d'une suite de metriques positives et de classe C°° . Notons qu'une metrique admissible peut etre 
singuliere, dans ce cas la theorie de noyau de chaleur developpee dans [3] n'est plus valable et done on 
ne peut pas associer directement une torsion analytique a ce genre de metrique. Notre idee consiste en 
premier temps a approximer une metrique admissible par une suite de metriques positives de classe C°° et 
d'etudier la variation de la torsion analytique associee a cette suite, moyennant la formule des anomalies. 
On peut aussi considerer une suite de metriques positives de classe C°° qui converge uniformement vers 
une metrique admissible sur TP 1 et d'etudier le comportement de la torsion analytique dans ce cas. En 
resume, lorsque L et TP 1 sont munis de metriques admissibles, nous etablissons qu'on peut etendre la 
notion de torsion analytique a cette situation, voir (theoreme (|2.5[0 , qu'on appellera torsion analytique 
holomorphe generalisee associee a L et TP 1 et on la notera par T g (TP 1 ; L) . Nous nous interesserons ensuite 
a une classe de metriques admissibles non necessairement C°° a savoir les metriques canoniques sur P 1 . 
Ces dernieres ont la particularite d'etre determinees uniquement par la combinatoire de P 1 , vue comme 
variete torique. Nous appliquerons la theorie developpee ci-dessus pour calculer T^TP 1 ^; C(to) oc ) ; la 
valeur de la torsion analytique generalisee associee a TP 1 ^ et 0(m) munis de leur metriques canoniques. 
On obtient : 

i ( m + 2Y n+1 

^(TPToojOHj = 4Cfe(-l) - - - log A- Vm e N. 

((m + l)!j 

La section ([3]) constitue une approche directe pour definir une torsion analytique associee (TP 1 ^; 0(m) r 
Rappelons que dans [3], nous avons calcule explicitement le spectre de A^-^y . II est done naturel d'as- 
socier a ce spectre une fonction (a 0( - > qu'on appellera la fonction Zeta associee a l'operateur singulier 
A-^7 — r . Afin d'etudier cette fonction Zeta, nous introduisons la notion de families de fonctions Zeta, voir 
(|3.2I) , et nous generalisons la theorie de Voros a cette classe de fonctions Zeta en etablissant un resultat qui 
generalise ceux de [5T] et de [20], voir (theoreme (|3.6p ). Grace a la theorie developpee dans cette section, 
nous sommes capables d'etablir que Ca 0{ ; possede exactement les memes proprietes qu'une fonction 
Zeta associee a un operateur Laplacien verifiant les hypotheses de [3], plus precisement on demontre le 
resultat suivant (voir theoreme (|3.14p ) : 



Theoreme 1.1. Pour tout m £ N, la fonction £a-^ 

et admet un prolongement analytique au voisinage de s 



et 



converge pour tout Re(s) > 1, avec un pole en 1 
= 0, de plus, on a 

2 m 

3 ~ ¥' 



Rappelons que lorsqu'on considere des metriques C°° sur TP 1 et sur 0(m), alors par definition : 



T(TPi; 0{m)) = Ck^(O) Vm 6 N 

A priori la theorie classique du noyau de chaleur ne permet pas de deduire une relation entre la 
torsion analytique generalisee T^TP 1 ^; 0{m) ^) et le determinant regularise canonique £^ (0). 

Mais d'apres nos calculs, nous avons etablit que les deux differentes approches donnent le meme resultat, 
c'est a dire : 

T g (TP^oo ; ORJ = ('a— x (0) V m e N. 



Remerciements : Cet article est une partie de ma these (voir jTU]) sous la direction de Vincent Maillot. 
Je le remercie pour ses conseils et son aide lors de la preparation de ce travail. 

2 La torsion analytique holomorphe generalisee sur P 1 

Le but de ce paragraphe est d'etendre la notion de torsion analytique holomorphe aux fibres en droites 
sur P 1 munis d'une metrique admissible. 

2.1 Metriques admissibles 

Soit X une variete complexe analytique et L = {L, || • ||) un fibre en droites hermitien muni d'une 
metrique continue sur L. 

Definition 2.1. On appelle premier courant de Chern de L et on note c\ (L) 6 D^'^fX) le courant 
defini localement par Vegalite : 

ci(I) =dd c {-log\\s\\ 2 ), 
ou s est une section holomorphe locale et ne s'annulant pas du fibre L. 
Definition 2.2. La metrique \\ ■ || est dite positive si Ci(L, || • ||) > 0. 

Definition 2.3. La metrique || ■ || est dite admissible s'il existe une famille (|| ■ |U) ngN de metriques 
positives de classe C°° convergeant uniformement vers \\ ■ |j sur L. On appelle fibre admissible sur X un 
fibre en droites holomorphe muni d'une metrique admissible sur X . 

On dira que L est un fibre en droites integrable s'il existe L\ et L^ admissibles tels que 

--1 



L = L\® L 



Exemple 2.4. Soit n € N* . On note par 0(1) le fibre de Serre sur P™ et on le munit de la metrique 
definie pour toute section meromorphe de 0(1) par : 

\\s{x)\V - |Mn| 



max(|a;o|, • • • , \x n \) 
Cette metrique est admissible. 
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En fait, c'est un cas particulier d'un resultat plus general combinant la construction Batyrev et 
Tschinkel sur une variete torique projective et la construction de Zhang. Dans la premiere construction 
permet d'associer canoniquement a tout fibre en droites sur une variete torique projective complexe 
une metrique continue notee |j • \\bt e t determinee uniquement par la combinatoire de la variete, voir 
|15l proposition 3.3.1] et jTSl proposition 3.4.1]. L'approche de Zhang est moins directe, elle utilise un 
endomorphisme equivariant (correspondant a la multiplication par p, un entier superieur a 2) afin de 
construire par recurrence une suite de metriques qui converge uniformement vers une limite notee || • \ \zh,p 
et qui, en plus, ne depend pas du choix de la metrique de depart, voir |24| ainsi que |15l theoreme 3.3.3]. 
Mais d'apres [T]3 theoreme 3.3.5] on montre que 

II • \\bt = || ■ \\zh, P - 

Que Ton appelle la metrique canonique associee a L. Notons que lorsque L n'est pas trivial, alors cette 
metrique n'est pas C°°. 

2.2 La metrique de Quillen et la torsion analytique holomorphe, un rappel 

Commencpns tout d'abord par faire des rappels sur la metrique de Quillen. Soit (X, u>x) une variete 
compacte kahlerienne et E un fibre vectoriel muni d'une metrique hermitienne C°° . Ces donnees defi- 
nissent un produit hermitien L 2 , sur A^ ^ (X, _E) pour q = 0, 1 ... , dimc(X). 

Soit A q l'operateur Laplacien agissant sur A^' q ^ (X, E) et 'H^^ — kerA 9 l'ensemble des formes 
harmoniques. On note par 

Q(X,E,s)= J2 

la fonction Zeta associee au spectre de A q , cette serie converge absolument sur Re(s) > dimc(X) et 
admet un prolongement meromorphe sur C entier et son prolongement est holomorphe en s — 0. D'apres 
Ray et Singer [18J on definit la torsion analytique comme etant le reel : 

T((X,w x );E) =J2(-±) q+1 <lC q (X,E,0). 

On considere l'espace vectoriel complexe de dimension 1 suivant : 

X(E) =® q > dct(Hi(X,E)) { - 1)q , 

ou H g (X,E) est le g-eme groupe de cohomologie de I a coefficients dans E. Comme H q (X,E) est 
canoniquement isomorphe a ker(A 9 ), le produit hermitien L 2 induit une metrique h L 2 sur A(-B). Dans 
[17] , Quillen definit la metrique ]%q sur A(-E) par la formule : 

h Q = h L 2exp{T^X,u Jx );E^y 

Le resultat suivant permet d'etendre, par approximation, la notion de torsion analytique holomorphe 
aux fibres en droites integrables sur P 1 . 

Theoreme 2.5. On munit TP 1 d'une metrique integrable, qu'on note par h QO _pi. Soit := (L, /ioo,i) 
un fibre en droites admissible sur P 1 . 

On considere (^n,i) neN e ^ (^ n . pl )neN' deux suites de metriques L et TP 1 respectivement verifiant : 
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1. II existe Hi et Hi deux fibres en droites sur P 1 et deux suites de metriques (hn,i) e t {h n .i) de 
metriques positives de classe C°° qui convergent uniformement vers deux metriques i pi et h^^j 1 
respectivement sur Hi et H2 telles que 

TP 1 = H-L^H^ 1 , 

et 

hnjpi = h n ,i <%> h~* 2 Vn e N. 

2. (h n .L) neN est une suite de metriques positives de classe C°° sur L qui converge uniformement vers 

hoo,L- 



On note pour tout n £ N, n' £ N : 

((TP 1 , h n ,TF)\(L,h n ,,Z.)) 



la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer associee a ((TP 1 , h n xpi) ', (L,h n ' t L / 
Alors la suite double^uivante : 



(T((TP\h rhTP L);(L,K',L)j) 

V V VneEn'f 



iGN, ri'GN 

converge vers une limite finie qui ne depend pas du choix des suites ci-dessus. 
Demonstration. On considere (^n.pOneN e ^ (^n,L)„ eN comme dans le theoreme. 
On fixe la notation suivante : 



la metrique de Quillen associee a la donnee ^TP 1 ; L j ou toutes les metriques sont C°° . 

Par les formules des anomalies [4] theoremes 0.1, 0.2] on a pour tout k, k' € N et j,j' € N 

log/i Q ypT fc . x . - log/ig^.x., = J ch(L, hj, /i / )Td(TP 1 fe ) 



et 



et 



On montre que, voir (|4.ip : 

di(L,h h h?) =-\og(^j -ilog^ ifci^O + d^v)), 

TdCZTP 1 ,/*,/*,) = -ilog(j^) -^ 1 °gfe)(' l,TF ' i <i fTF ^ 



1. Dans ce texte, on fera la convention suivante : On dira qu'une suite double (x n n ') ng N n 'gN converge vers une limite 
I, si pour tout e > 0, il existe A £ R tel que \x n n i — l\ < e pour n, n' > A. 
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modulo Im d + Im d. 
Comme 



Tf 1 k = H lk ®H 2k VfceN 



et que H\ k = (-Hi, ftfe, 1) et H 2k = (#2, ftfe, 2) sont positifs. Par les formules precedentes on peut ecrire 
que : 



log/i Q; ^r fc . x . -log/i Q 

.TP 1 !.;!,,/ 



y pl ( _ log h~, 2 log v (ci (Lj } + ci }) ) Td[Hi k 1 } 



i 

< - 

- 2 
1 

~ 2 



h 3,L 



log 
log 



ftj'.L 



j'-L 



sup 



sup 



jf i (ci(iii fe ) + ci(ir 2 k) + C i(^) + c i(M) 

J (c 1 {H 1 ) + c 1 {H 2 ) + 2c 1 (L)y 



Done, on a trouve une constante M qui ne depend pas de k telle que 



\ogh QTplk . L , 

On a aussi, 

log h Q 7j^r k ri, - log /lg | 7Tpr fc , 



log ft 



< M 









Vj,i'eN. 



< 



/„ - h2 l ^( Cl(Trl - >+Cl(Trl - ] )) 

If iog^-c,(I,)-i / iog^i(c,(737 t ) + c 1 (ffr t ,)-=.(fl2<,) + <;i(fl;i')) 

Jpl ftfe' t^! Jpl ftfe' v ' ' 

Cl(Ij) 

(ci(ST fc ) + Ci(ST fc ,) + Ci(fl2 fc ) + Ci(fl2 fc ,)) 



2 
1 

12 

1 

2 



< 



< 



log 
log 
log 
log 



ftfe,? 1 

^feVP 1 . 

^fc'.P 1 
ftfc.P 1 
^■fc'.p 1 
ftfe.p 1 

ftfc,l 
ftfe',1 



/ 

, JP 1 



ci(£) + g 



log 



ftfe, 



P 1 



/ fci(fri) + ci(ff 2 )) 



sup 



sup 



(ci(L)+ci(ffi) + ci(fr 2 )) 

/ (ci(L) + ci(Hi)+ci(H 2 )) 



On a trouve M', une constante qui ne depend pas de j telle que 



< M' 



log 



'fe.P 1 



hy 



fc'.P 1 



logft^ .TPifcjLj ^S^Q.TPi^jL 

Par suite, il existe M" une constante reelle telle que 

h 3,L 



< M' 



log 



hk,i 
ftfc',1 



log 



lfe.2 



ftfe' 



log ft 



dog ft, 



Q,TPV;£ 



< M" 



log 



ft,-' 



+ 



sup 



log 



ftfc.i 
ftfe', l 



sup 



log 



ftfe', 2 



Vfc,fc' e N. 



7 



Puisque, par hypothese, (hj t L)jeN (resp. (hk.i)keN, resp. (hk,2)kew) converge uniformement vers 
(resp. vers /icx>,i> resp. h^^), alors la suite double, 

converge vers une limite finie lorsque fc 1-^ 00 et j n> 00. qui ne depend pas du choix des suites. 

Comme est un fibre en droites admissible sur P , il existe m £ N tel que L — 0(m). Done pour 
tout k e N et j e N 

^ l L 2 ,TV T k .T J = det((z ,z )z, 2 ,fe,j) <; ;( ,< TO , 



ou (-, -)L 2 ,k,j es t la metrique L 2 induite par TP 1 ^ et Lj et les 1, z 1 , . . . , z m sont les sections globales de L. 
Pour tous 1,1' = 0,1, ... ,m, la suite double 

(^'^ fc 7 = / h 3,L(z l ,Z l )u! ktP i, 

converge vers (V , z l )l 2 , 00,00 — J r i hoo,L(z l , z l )w o,p 1 > ou ("j ')l 2 ,oo,oo designe le produit scalaire L 2 induit 
par /loojpi et /icx>,L- P ar consequent la suite de matrices 



(((*',*' )i 2 ,fej) <M'<m) 



converge vers ((z l ,z l )l 2 ,oo.oo) Q<1 v<m pour une norme matricielle arbitraire. Par des arguments de l'al- 
gebre lineaire, on conclut que 

(det((«',/)L=i,fcj) < M ,< m ) fcj6N dct((z i ,/) L2 , OOiOO ) < IiZ( < m , 

e'est a dire 

On a done montre que la suite double suivante : 

V((TP 1 ,/ ifeiTpl );(L,/ lj - L )) N ) 
v v / /feeN,jeN 

converge vers une limite finie. □ 
Definition 2.6. On note cette limite par 

e£ on I'appelle la torsion analytique generalisee. On definit aussi 

h Q , g :=h L 2 ig exp(T g ((TF 1 ,h 00 ^);(L,h 00tL )} 
qu'on appelle la metrique de Quillen generalisee. 
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On note par [xq : xi] les coordonnees homogenes de P 1 avec z = ^ lorsque xq ^ 0. On munit P 1 de 
la metrique singuliere suivante : 

1 dz Adz 
= 2^max(l,|z| 4 )' 

et pour tout m > 0, le fibre en droites 0(m) sera muni de sa metrique canonique : 

\s(z)\ 2 



h oc (s,s)(z) 



max(l, \z\) 2m ' 



ou s est une section holomorphe locale de 0(m). On montre que ces deux metriques sont admissibles, 
voir par exemple |24) . 



On note par hg - o(m) ) ^ a metrique de Quillen generalises associee a (TP 1 ^; ©(m)^). On a 
Proposition 2.7. On a pour tout to G N, 

1 . (to + 2) 



ro+1 



T ff TPioo; 0(m)J = 4&(-l) - - - lo, 



00, ^ ^Qv 6 -6 ( (m+ 1)1)2 

Demonstration. On considere sur P 1 les deux metriques suivantes : 

i dz A dz i dz A dz 

ufs = 7T T, , i i9N9 1 et w ° 



et 



2tt(1 + |z| 2 ) 2 ' °° 27rmax(l,|z| 2 ) 2 ' 

Par (|2.5[) et les formules des anomalies [U theoremes 0.1, 0.2] on peut ecrire que 

lo S Vwt^om^ - 1 °g /l Q,fpr J; . s; o(^) 00 =^ i ^(0(m))Td(rP 1 ,/ lJ , s ,/ioo) 

On a 

d(OH,^,e) = -mlog(^) - !^log(Q (d (0(lL) + Cl (0(T) FS )), 



et 

Td^^C) = ~f lo g(|f) - ^ lo §(^f ) +Ct(0(2) FS ) 
ce sont deux formes differentielles generalisees au sens de [T5l § 4.3], modulo Im<9 + Im9. 

Rappelons le resultat suivant : 

Proposition 2.8. Soit L un fibre en droites sur X une variete torique lisse de dimension d muni de sa 
metrique canonique ; pour tout fonction f de class e C°° sur X , on a : 



f f Cl (L) d = deg(L) f fd^ 

J X J S , r 
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Demonstration. C'est un cas particulier du |15[ Corollaire 6.3.5]. 
Par la precedente proposition, 

deg(0(2)) 



□ 



2n 



o \riFsJ 



1 1 .»sf 



(l + | e ^| 2 ) 2 
2tt y "~°Vmax(l,|e ie | 2 ) 
2 log 4. 



d0 



(1) 



On a, 



4i ( ( ( 1 + l z l 2 ^\ dzAdz 
2W C ° S Vmax(l,|z| 2 )J(l + |z| 2 ) 2 

r + °° / 1 + r 2 \ rdr 

J ° g Vmax(l,r 2 )/ (1 + r 2 ) 2 

r+0 ° , / 1 + u \ 

lOE 



(2) 



/ \max(l, u) ) (1 + u) 2 

= 4(1 -log 2). 

Si Ton note par [• • la partie de degre dans ®k>o'D k ^ k {¥ 1 ) : l'anneau gradue des courants de 
degre (k, k) modulo Im d + Im d, alors 

-i(o) 

<A(0W*C)(1H(0(1) M )) 

log^ Cl (0(T) FS ) 



et 



/ l (0(m),/ l |™,/ l g m )Td(TPi FS ) 



- (0) 










if 1 




(0) 




+ 



/P 1 



rn 
~2 



(log 2 + (1 - log 2)) + m(l - log 2) par Q et © 



— + (l-log2)m, 



n(0) 



c/i(0(m) oo )Td(TP 1 ,/i FS ,/ lc 



Td^P 1 ,^,^) 



l(o) 



+ mci(0(l) 00 )jTd(TP 1 , h FS , /ioo) 



(0) 



Jpl /loo v y Z Jpi \ ft-oo / 



-— lo 
12 

1 



3 



dog 2 par Qet©. 



En regroupant tout cela, on obtient 
\ogh Q 



(^- + (l-log2)m) + (i+mlog2 



TU 1 . . 

— + 771+-. (3) 
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Rappelons que pour calculer h 



Q,TP 1 FS ;0(m) f 



la metrique de Quillen associee a l'espace projectif 



F N muni de la metrique de Fubini-Study et 0(m) FS , l'idee consiste a utiliser T(T¥ N ps', Co) qui est 
determine dans [Bj, et d'appliquer la formule des immersions de Bismut-Lebeau, (voir [5]) appliquee a 
Tinclusion naturelle : i : p w_1 — > p N et a la suite exacte suivante : 

— > OpN (m) — > Opjv (m + 1) — > i*OpN (m) — > 0. 

Par recurrence, on etablit que : 

1 

- l0 & h Q,Tn FS -^nj FS = ~2~ 2 _4C Q (_1) VmGN - 



Done, en utilisant ([3]), on obtient : 



'(-+- + -)+- + m+--4^(-l) 



4C«(-!)- 



Si l'on note par hi,2 ;00 00 le L 2 -norme naturelle sur A(C(m)) definie par les metriques canoniques de 
TP 1 et 0(m), on a 



n( 

fc=0 



(4) 



oii (z k , z k ) 



= J pl hoo(z k , z k )uj 00 . On a pour tout < k < m, 



(z k z k ) 



h 00 (z k ,z k )u 

U|2fe 



dz Adz 



c max(l, |z|) 2m 27rimax(l, |,z| 4 ) 

,2fe 

2rc?r 



max(l,r) 2m + 4 ' 



o max(l,r) m + 2 
l 



fir 



1 



^ j,m-\-2 

l 



Par suite, 



On obtient done, 



k + 1 771 + 1 - 
771 + 2 

l)(m+ 1 - A;)' 
(m + 2) m+1 



^L 2 ,00,00 



((m+1) 



(5) 



\m+l 



T g (TP^O(m) x ) = 4^(-l) - g-log l ((w + + j )!)2 



Vto € N. 



□ 
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3 Regularisation de families de fonctions Zeta 



Nos principaux resultats dans cette section sont les theoremes (|3.2[) et (|3.6j) . Dans le premier nous 
demontrons un resultat proche de |20l lemme. 1]. Precisement, nous allons etablir un enonce plus precis 
et plus general dormant une condition suffisante pour qu'une fonction Zeta admette une representation 
integrale. Le theoreme (|3.6p est un resultat concernant la notion de famille de fonctions Zeta regularisable 
qu'on developpera dans la suite. 



3.1 Sur la regularisation des produits infinis d'apres Voros 

Dans cette premiere partie on rappelle les principaux resultats de Voros autour de la notion du produit 
regularise. 

Soit A : < ax < ai < . . . une suite croissante non bornee de nombres reels positifs. La fonction 
Theta attachee a cette suite est definie comme suit : 

9 A (t) :=£y°»*. 

n>l 

On suppose que Oa verifie les deux hypotheses suivantes : 

01 : 0\(t) converges pour tout t > 0. 

02 : #a admet, pour t assez petit, un developpement en serie de Laurent : 

6\(t) = Ci n t tn , quand t ^ 
avec {i n } une suite croissante non bornee de nombres reels, et que i$ < 0. On a necessairement 

a £ o. 



alors la fonction zeta associee a la suite A : 

c A ( S ) = E i 



n>l n 

verifie 

1 r°° 
r (s) Jo 

converge pour Re(s) > — «o avec un pole en s = — io, admet une continuation meromorphe au plan 
complexe entier qui est sans pole en s = 0, avec £(0) = cq, voir par exemple [THl Theoreme 1]. Dans ce 
cas, on pose la definition suivante : 

Definition 3.1. Sous ces hypotheses, on appelle produit regularise et on le note ct\ai ... /a quantite 
suivante : 

e -CA(°). 

Si a est un reel negatif, alors la suite < —a + a\ < —a + «2 < • ■ •> verifie 01 et 02, done 
on peut considerer le produit regularise (a% — a)(«2 — a) ■ ■ ■ comme etant D(a) := exp(— Z'(0, —a)), 
ou Z(s, — a) := Y^kLo (- a +\ k ) B • ^ fonction peut etre definie pour tout nombre complexe, d'apres |21] 
e'est l'unique fonction holomorphe en la variable a ayant oti,oi2,... pour uniques zeros (comptes avec 
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multiplicites) , bornee par exp(a + 6| ck | JV ) ou a, b et N des constantes. On montre dans [51] p. 448] que D 
admet au voisinage de — oo, un developpement asymptotique de la forme : 

[/*] m m 

-togD^^-oo c i» r (^)(- tt )" i "- E c -«*( k) e(- a )-E r " 1 )^ (6) 

i n =£—m m— r—1 

est, par definition, le reel positif — iq. 

Supposons que /i ^ 1. Par le theoreme de factorisation de Weierstrass, voir par exemple p. 195], 
la fonction holomorphe D se factorise en : 

D(a) = e p(a) A(a) 
ou P est un polynome de degre < \p], et A est de la forme 

00 2 [ul 

A(a) = TT(l )exp(— + — + ... + — ), si M >1 

et 

OO 

A(a) = TT(l-— ), si M <1. 
L'expression de P est donnee par |211 (4.12)]. 

Le developpement asymptotique ci-dessus est une consequence de la regularisation des zeros de la fonc- 
tion consideree, ce qui suppose a priori qu'on dispose d'informations sur ces zeros c'est a dire connaitre 
le comportement de la fonction 9 au voisinage de zero. Mais, il existe certaines fonctions analytiques 
qui possedent un developpement asymptotique du meme type mais obtenus par une autre procedure, 
par exemple r , l'inverse de la fonction Gamma et son analogue la G- fonction de Barnes, se deduit 
de la formule de Binet pour la premiere fonction, voir [231 12.31] et de l'expression integrale de logT, 
voir [21 § 14]. Une autre classe d'exemples est donnee par les fonctions de Bessel, qui ont la particularite 
d'avoir des zeros non explicites. Hankel utilise dans |11] une representation integrale pour en extraire un 
developpement asymptotique. 



Soit A une fonction analytique non constante sur C dont tous ses zeros non nuls sont positifs. On 
suppose de plus que A admet un developpement asymptotique au voisinage de — oo de la forme suivante : 

-logA(a) ~ Q ^-oo ^Cj(-a) _J 'log(-a)*y + alog(-a) + b + da, (7) 

ou J est un ensemble discret minore, on pose jo = inf J qu on suppose < 0, a, 6, d, Cj sont des reels et 
kj e {0, 1} pour tout j 6 J. 

Si l'on se donne p, une fonction analytique ayant que des zeros positifs non nuls qu'on note par 
cii < 0-2 < ■ ■ • et on suppose que p admet un developpement asymptotique de la forme : 

logpO) = dz K + a\ogz 2 + b+ — + b —l + 0{\), V|z| > 1, < |arg(z)| < tt. 

Z Z z Z fi 

Alors on peut se demander quelle est la relation entre le developpement asymptotique de p et celui du 
A? Le resultat suivant decrit cette relation et etend en meme temps [20 , corollaire 1]. 

2. [■] designe la partie entiere. 
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Theoreme 3.2. Soit (dj)j>i une suite strictement croissante de reels. On suppose que 

E^ 

alors la fonction p definie par : 



OO 

1 

9 < oo, 



z 2 



es£ analytique sur C. Si Ton suppose en plus que 

logp(z) = dz K + alogz 2 + 6 + ^-i + ^ + °(^) V|z| > 1, < |arg(z)| < tt. 
cwec k £ N, (f, a, 6, 6_i et 6_2 so?7i des reete. Alors, 

~ 1 s 2 f°° /" e~ z2 * 



pour tout s e C iel gwe Re(s) > |, auec m pdZe en s = 1, eZZe es£ prolongeable analytiquement au 
voisinage de s = et on a : 

C(0) = -a, C'(0) = -6. (8) 

oil A c ={zeC||arg(z-c)| = f}. 
Demonstration. Supposons que 



oo 

1 

< OO, 



alors par le theoreme de factorisation de Weierstrass, la fonction z M> Eljli (l — ^) est analytique sur C 
et par consequent p est analytique sur C. 



On verifie par l'absurde que 



inf k „ — - ^ 0. 



On en deduit que la suite ( Yl^-i 2 1 ^ ) converge normalement sur un voisinage ouvert de A c , done 

^ oo oo f . oo 

Soit i? > et on pose A Ct R = jz e C | | arg(z — c)| = ^, |z| < J?|. On a 

/ ^'E^^ e - z2t -logp(z)dz 

= -e~ z2t logp(z) " + / zte~ z2t \ogp(z)dz 
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ou {zr, z'ftj — A Ct R fl = R} choisis tels que lm(z' R ) > 0. 

On dcduit a l'aide du developpement asymptotique de logp que 

y^e _ " fc *= lim / zte~ z t \ogp(z)dz — I zte~ z 1 \ogp(z)dz. 
^ R ^°°JA a , R J Ac 

La suite de la preuve sera une application du theoreme (|3.6[) . En effet, si considere la famille (G v ) U £f$* 
definie comme suit : G\(z) — Il^Li(l + ) = p{^ z ) e t G v {z) — 17*^=1 + I? - ) avec ^ a conven tion 
a„i = oo si f > 2 et k > 1, alors cette famille est regularisable, voir la definition (|3.4p . 

□ 

Remarque 3.3. On note par V l'ensemble des nombres premiers. On pose A(z) :— W^ veV iX ~ fc) 
Vz € C, avec t > 2. Par le theoreme de factorisation de Weierstrass, A est une fonction analytique sur C, 
remarquons que A(l) = CqW -1 - Si par l'absurde cette fonction admet un developpement asymptotique 
du type ((TJ), alors la fonction Zeta associee : 



6W -Ei 



pev y 

admet un prolongement analytique en s = 0, ce qui n'est pas le cas, puisqu'on montre dans |14) que l'axe 
imaginaire est une frontiere naturelle pour la fonction Zeta £(s) := X^pe-p 

3.2 Regularisation de families de fonctions Zeta 

Dans ce paragraphe nous allons etendre une methode de regularisation de families de fonctions Zeta, 
introduite en premier dans [20J. 

On considere une famille {Gv) ven une famille de fonctions analytiques sur C indexe par ft, un sous 
ensemble infini de K discret ou connexe. Par exemple solutions d'une equation differentielle dont les 
coefficients dependent de v, comme l'equation de Legendre : 

dz L dz i 

Un autre exemple, celui des fonctions de Bessel modifiees, solutions de l'equation : 

dz z z dz \ z z / 
Pour les applications, on va se restreindre aux fonctions G„ qui s'ecrivent sous la forme 

z 2 
X 2 



G v {z) = l v z e " n( 1 + ^) V^efi, 

fe=l \k 



avec l v , e„ S M et X U: k G K, Vfc € N>i ordonnes comme suit : X 2 1 < X 2 2 < 
On pose 

M.)-^-fl(i-^:) v«a 



£i>1 
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On dispose done d'une famille de fonctions zeta indexee par Q : 

Us)-=Y1 iST VRe(«)>l, v^tt. 
k>i A »,k 

On souhaite etudier la fonction suivante : 

i^enfc>i yen 

lorsque f2 est discret et 

Cn(s) = / 

JO 

si fi est un intervalle. 

II est done naturel d'imposer des conditions qui prennent en compte le nouveau parametre v, arm d'as- 
surer que £q possede les proprietes communes a toute fonction Zeta, a savoir convergence pour Re(s) 1, 
prolongement holomorphe au voisinage de zero... 

On introduit alors la definition suivante : 

Definition 3.4. On dit que la famille v € f2} est regularisable si : 
1. 

c := inf + 0. (9) 

2. line representation integrale de £„, W € fi : 

Qv{s)= , . / t s / log( — 

r O + i) Jo Ja c „ z v l » z " ' 

avec c v est un reel dans ]0, Xu,i[- 

3. Pour tout v € f2, existe d„,a Ul b u et c„ des reels tels que 



dz, W G f2, 



- log (y^pl = d v z + a v log(z 2 ) + b v + ^ + 0(- 2 

pour |z| 3> 1 e£ | arg(z)| < On suppose en plus que a v est un polyndme en v pour v 3> l.Q. 
^. existe r, w, p et r](y, •) quatre fonctions continues sur | arg(z)| < ^ telles que 

G v (yz) = a v p(z) exp(e^r(z)) ^1 + ~w(z) + -^v(v, z)\ v » 1, 

avec a v ,e' v G K. 

(oJ p(0) =1 et logp(z) = az + /?log(z) + /i + O(-j) powr \z\ 3> 1 auec a, f3 et p sont deux reels. 

(b) w est holomorphe surC \ (\ict,t > l} U {— ict,t > l}^ et w(z) = O(pr) pour |z| 3> 1 pour 
un certain k > 1. 



3. Remarquons que les zeros de G„ sont situes sur 1 axe des imaginaires purs 

4. On a pris une determination holomorphe du logarithme ; en effet : Si z 2 £ — R, alors arg(,z) = ±-5[7r] 
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(c) r(z) = z + 0(i) pour |z| > 1 et r(z) = log(z) + o(l) pour < |z| < 

fcij T)(y, z) uniformement borne en z pour b» 1 e£ que r)(y, z) = 0( -) quand \z\ S> 1 pour v fixe. 



Pour simplifier on suppose dans la suite que f2 est discret, avec +oo comme unique point d'accumu- 
lation pour f2 U {+oo}. 

Pour s € C fixe, on pose 

^)-E^ 

vgO i/£!i i/en 

00 r" 1 /■ e"* 2 



et F(s) := / - — / w(z)dz. 

V ' J 2m J A z { ' 



ou a u (resp. b v ) est par definition le coefBcient de log(z 2 ) (resp. le terme constant) dans le developpement 
asymptotique de — log , c'est a dire 

- 1o &(t¥^!-) =d v vz + a v \og{z 2 )+K + ^+0{\) V|z|»l. 
\li/(UZ) e ' / J vz z A 

On verifie que 

a v =a u , b v = b v + 2a v log v. 

Lemme 3.5. On a 

P(s) ~ B(s) 

est fini en un voisinage ouvert de s = 0, en plus cette fonction est analytique au voisinage de s = 0. 
Demonstration. Soit z, tel que | arg(z)| < ^. Si v ^> 1 alors on a par hypothese, 

\ogG v {vz) = \oga v - log p(z) + e' v r{z) + logfl + + \t){v, z)^. 
On peut prendre z grand, et en fixant v 

\agG v {vz) = \oga v - az -/31og(z) + + e ; y (z + 0(i)) + + ^r/(>,z) 

= (e' v - a)z - /31ogz + logav + O(-), 
En le comparant au developpement asymptotique de G u pour \z\ 3> 1 c'est a dire a 

\ogGJvz) = -id v v)z + (e„ - 2a v ) logz + \og(l v v ev ) - b v + O(-), 

z 

on obtient pour v ^> 1 : 

e' v - a = -d v u, -fi = e v -2a v , log a v = \og{l v v e " ) ~ b v . (10) 
Au voisinage de y = 0, on a 

a,(l + ^ + ^M)), 



iim Gv[yv) =lim l »v e "y e "+°(y e ") __. ^ , ™(°) , 1 



y>->o exp(e' l/ r(?/)) j/^o 



5. Par exemple si r(z) = Vl + + log f alors r(z) = 2 + O(-) pour Izl 3> 1. 

l + Vl + 2 2 2 
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on en deduit que pour v 1 



w(0) 1 



log(l v f e ") - loga„ = log(l + + —fj(v,0? 
6, = log(l + ^ + 1^0))=^ + O(l) W»l. 

done, 



K-^ = 0(\), (11) 



alors la serie P — B converge normalement et cela pour tout s assez petit. On conclut que P — B est une 
fonction analytique au voisinage de s = 0. 

□ 

Pour les applications, on va supposer que f2 = N*. Par hypotheses, a n est un polynome en n et d'apres 
([TO]). e„ Test aussi, soit d son degre. On pose : 



k>l n>1 



Theoreme 3.6. On considere {G„,n G N*} une famille de fonctions analytiques non nulles 
verifiant les hypotheses de la definition precedente. 

Alors pour tout s tel que Re(s) > 1, la fonction suivante : 



m s 1 , ( G n {inz)\ 



^— ' n 2s \ L (nzY 

est analytique sur un voisinage ouvert de A c = {A G C | | arg(A — c)\ = ^ } et on a la representation 
integrale suivante pour £ : 

s 2 m*- 1 r e- zH 



r ( s + 1) Jo 2ttj 7 Ac z 

qui converge pour Re(s) > ^J^, avec un pole en s — 1 admet un prolong ement holomorphe au voisinage 
de s = 0, et 

C(«) = Y[TTT) ^ A[s) " ^ (s) + p[s) ~ B(s) ] + F(7TI) Cq(2s + l)F[s) 

h(s). 



s 2 



r( s + i) 

pour \s\ -C 1 avec /i une fonction analytique au voisinage s = 0. 
Demonstration. Commengons par noter qu'on a formellement : 



r(z, S ) = log m 



OO OO 9 9 



\2 

n=lfc=l 
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Par hypothese, il existe N 3> 1 tel que 
N-i 



T{z, s) = T 4- log ( _(y ^n- tog(Z n n'- ) log^z) ^ 



-J n 2s \l n (inz) 



n=N 



+2.s 



+2s 



1 , ( G n (inz) \ ( s-^ b n 1 e n / 1 

l<n<JV-l V ™ V y 7 n—N V 

1 i f G n (inz) \ ( ^ fw(iz) b n \ 1 e„ / 1 

l<n<JV-l v " v y 7 \i=AT V 

El , / G n (inz) \ ( fw(iz) — w(0) „, 1 s \ 1 , , , e„ .. . 

l<n<N-\ v ™ v 7 7 \i=AT 

1 

1^2+2^ 

(ou O z ( 2 +2a ) est une fonction bornee en z uniformement en n). Ce qui donne que 

Kn<N—l \ n / n=N \ 



•o*(riu)) par CD. 



2+2s 

(12) 

pour tout z dans un voisinage ouvert de A c . Comme la suite (^iV) ra6N , est equivalente a ( n2 l-d ) ne ^*, on 
deduit que sur tout ensemble borne en z, T(z, s) converge normalement pour tout Re(s) > 

On a pour tout n € N*, admet une representation integrate (voir p. 2D ) : 

r + 1) Jo A c „ « '™z e ™ 

ou c„ est un reel quelconque dans ]0, A n .i[. On peut ecrire 

Cn(s) = / t s / log \ ' dzdt 

' t log — H -dzdt. 



n 2s T{s + l)J Ji Acn z b l n z 
En utilisant l'holomorphie de logp„ loin de l'axe reel (voir (|3.2|) ). on obtient : 

V 1 » S 7°".»-l I e "'' 1 1 G n( inJ )j ,n 

(rappelons que A Cn = {z \ | arg(z - c„)| = §}). 
D'apres Q, ona 

vJ- = -/-fr 1 / 1 i og ^£)^ VneN*. (13) 

t? x x l,k r( s + i)7 J Ac z l n z°» 
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On se propose de montrer que £ admet une representation integrale en fonction de T. Vue l'expression 
(fT2")l , il suffit d'etudier les fonctions en s suivantes : 



.s-l 



.s-l 



.s-l 



-z't 



Z 
-z 2 t 



-r(iz)dz 



dt, 



z 

-z 2 t 



■ log p(iz)dz 



dt, 



Ac 



Z 

-z 2 t 



-w{iz)dz 



dt. 



z 



dt. 



La derniere fonction est bornee pour tout Re(s) > puisque par hypothese O z (-%-) est bornee en z 
uniformement enn> 1. Notons il suffit d'etudier la premiere fonction. En effet, par hypotheses, on peut 
trouver c\ et C2 deux constantes telles que 

\w(z)\ <a\r(z)\, \\ogp(z)\ <c 2 \r{z)\ M\z\ » 1. 

On note par A Cy > R = A c n [\z\ > R] et A C ,< R = A c n {\z\ < R} et soit s > \ fixe. 

Rappelons que r(z) = 0(\z\) pour \z\ ^> f , alors pour R ^> f il existe C > tel que 



K,>R 



-r(iz)dzdt 



<C t 8 - 1 e'^dvdt 

Jo Jv>R 
»1 

C I t 8 - 1 -^ I e'^'dvdt 



o 

< C [ l 
Jo 

a 



v>ViR 



5 / e-" V dvdt 



< r , ou C G K, 



et 



par suite, 



s-l 



-r(iz)dz 



dt< / t^e-^dvdt 

Jv>R Jl 

1 



< 



v>R M 2Sw2s Jfiv'- 

m i 

a - \ R 28 - 1 ' 



t^e^dtdv 



>o Ja Ci>r 



t 8 ' 1 r{iz)dzdt = O 



r(Re(s)) f 



M^J +0 Ws)-\^'^ ) VRC(S)> 2- 
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Sur A C) <ij, la fonction r est bornee puisque continue, done 
t-i [ e - Z " 

i; ■>A C ,< H 



z 



-r(iz)dzdt 



< C I t" ~ I 

Jc<v<R 



dvdt 



I* OQ 

= C{R-c) / t^e-^dt 
Jo 

C(R-c), 



-r( s ) 



On conclut 



-r(iz)dzdt 



/ r(Re( S )) 
^ ( M c) Rc ( s ) 



Re(s) 



VRe(s) > 



On montre les memes inegalites pour w et log p. 



Rappelons que d est le degre du polynome e„. On conclut que pour tout < r <C 1 et U un ouvert 

d+l 



borne en s verifiant Re(s) > =t= + t, Vs 6 £/, il existe une constante M telle que Vs € £/ 



OO J.S-1 



o 27r * ^A c 



oo ,R e (s)- 



E 



tu(zz) — w(0) 1 



2?ri 



v n=JV 



E 



n 2 s +l 

u>(iz) — w(0)) 



+ — lo &P( iz ) + 
1 



e n r n (iz) w(iz) 



2 



1 



_ z \ t-^i n 2Re(s) + l 



2Rc(s) 



log p(iz) + 



e n r n (iz) w(iz) 



dzdt 



< 



,2Rc(s) 



,2Rc(s) 



o 



V^l „2+2Ri 



!Re(s))) 



dt < 



M [ E „2Re(s) + l 



1 



1 



n>Af 



? 2Re(s)-ci 1 ?? 2Rc(s) 



o 



( 1 

V n 2Ro(s)+2 



A partir de cela et de (fT2l , on obtient 



s 2 






r(s + i) J 


o 27ri J 





JV-1 



n=l 



G n (inz) 



s 2 




f e- zH 


r(a + i) J 

s 2 


o 2? ™ J 
f°° t*- 1 


A c ~* 

f e- z2t 


V{a + 1)) 


2 ™ J 


A c 



T(z, s)dzdt + 



iv-i 2 
s z 



, log GJmz) dz(n 



d r(s + 1) 7 2-7ri ,/ Ac -z n 2s ^„z 



1 



1 



n>N 



2Ro(s) + l 1 rJ 2Rc(s)-d 1 ?1 2Rc(s) 



JV-1 



1 



n 2Ro(s)+2 



d'apres {T3J 



r/f. 



C'est a dire, on a montre qu'il existe E(N, s) une fonction en s et iV ^> 1 qui converge normalement vers 
uniformement sur tout ouvert de la forme {Re(s) > =Q + e} et e un reel positif non nul quelconque, 
telle que 



N-l 



T(s + 1) J 2m JAc 
Recapitulons, on a prouve que : 



-T(z,s)dzdt= Cn(s)+E{N,s) > lVRe(s) > 



d+l 



71=1 
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1. 

' ' ' <■ •■■■ - 1 d-\- \ 



y^ y i „Z roo +S—L r p —zt 



2 



2. £ est holomorphe sur Re(s) > en effet cela decoule de la derniere inegalite qui montre que 
(S^Li Cn) A r gN * converge normalement vers £ sur tout ouvert de la forme {s e C | Re(s) > ^±1 + e}, 
avec e > et que ( n est holomorphe sur {s € C | Re(s) > 5} pour tout n e N*. 

3. (aun pole en s — ^4p-. 

On sc propose maintenant d'etudier la fonction £ au voisinage de s = 0. On va scinder l'integrale par 
rapport t en deux intervalles ]0,e[et]e,oo[oue>0. 

On pose, 

et 

OO 



71=1 



Rappelons qu'on a pose p n {z) = ■ On a 

/ q n (z,s)dz = / <j„(z,s)dz + / q n (z,s)dz, 

JA_ C — z JC'a ~ z JA C ~ z 

ou A_ c := {A e C I I arg(A + c)| = e} et C c est le cercle centre en zero de rayon inferieur a c). Cela resulte 
de l'holomorphie de z i-> logG rt (i^) sur un ouvert qui ne contient pas ] — 00, — c] U [c, 00 [. Par Cauchy, on 
obtient 

io(0) 



L 



— q n (z lS )dz = q(0,s) - 
On a 



/ logp„(nz)dz = [ logp n (^] 



dz 



la deuxieme egalite resulte du fait que logp„ est holomorphe sur F ensemble connexe de bord A^ c L)i/iA_ c 
avec < t < 1. 

Fixons n > 1. On decompose A_ c := {z e C | | arg(z + c)| = e} en deux ensembles A+ c = (R + 
«R+) n A_ c et Al c = (R + «R~) n A_ c , done si z e A± c alors e - § < arg(e~^z) < § et si z e Al c on 
aura — ^ < arg(e^z) < — e — f, done sur chaque branche, le developpement asymptotique de logG„ est 
valable. 

On choisit e <C 1 tel que pour tout < t < e on a Ji >• 1 pour tout z e A_ c , dans ce cas on peut 
utiliser le developpement asymptotique de G n et obtenir que 

1 f e- z \ fnz\ 1 f e- z \ ( G n{ e ^ Z )\ 

\og Pn ( — )dz = — —log ; , n z\r_ ) dz 



2niJ A _ c -z ^ n \^t) 2mJ A _ c -z & V Uf t ) 
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1 


f 


_ 2ttI 




1 




~~ 2rri 


L 


= + 


2ni 


K 




2m 


I 



e 



z 



toz , /, iz , c„V^ t 

7r + a „log(( 7 =f) + 5„ + -- + 0(^ 



log(-^) - 7F7 / — log(t) 



' ' dz+^f ^dz+f e —0(-L\,l: 
27ri ./a_ c z A_- ^ 



(n 2 z 2 ) 



-7a„ - log(t)a„ + b n + + O (-^) . 



ou on a utilise que f A ^ ^-dz = 1, ^ J A _ ^-dz = et que ^ / A _ c ^-f- log(-z 2 )dz = -7. 
La derniere integrale se calcule en derivant par rapport a a l'identite suivante : 

dz, Va G C, 



T(a) 27ri {-z 2 ) a 
sachant que 

— r'(l) = 7, la constante d'Euler, 

avec D est un contour qui entoure strictement la demi-droite positive. On peut montrer cette formule 
en suivant la preuve de la representation integrale de l'inverse de la fonction Gamma, voir par exemple 
[23 § 12.22]. 

En regroupant tout cela, on obtient : 

e 4-s—l f „~z 2 t re pe i-e pe j. 



\ogp n {nz)dzdt = -jan I t^dt-dn t 3 - 1 log(t)dt + b n / t s ~ 1 dt+ t s ^O(^)dt 
27tz 7 Ac -z Jo Jo Jo Jo n 

7 e s loKe 1 1 f E 1 

--e s a„ — a„ + — e s a n + -e s b n + / t s O{-^)dt 

s s s z s J Q n z 

7 1, 1 f l-e s se s loge-e s + l £ s -l, f e 1 N , \ 

--On + -On + -o»n + (7 a " 5 a " H °n + / tO(-~)at). 

s s s z V s s z s J n z / 



On verifie que : 



£ i s - 1 f e- zt . , n . w(0)e s w(0) . „ ^ u;(0) 



Par suite, 



^ t*' 1 f e~* 4 , 7 a„ u;(Q) o„ 1 

-q n (z, s)dzdt = -— + —27+T - — - — a - 



So 27Ti Ja c ~z 

l-e s a n se s log e - e s + 1 a„ i 1 e s - 1 /t w(0) N i f e ^ S/ ^ r 1 



-L-fc "n sfc log - fc i-i u n 1 fc - 1 ( wyv ^ / 1 \ 
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On note par les memes notations les prolongements analytiques de A et P — B sur la bande < 
Re(s) < done 

r ( s + 1) Jo 2m Ja c ~ z r ( s + 1) v s / 

+ f^ij ( 7^— ^ A(s) + s(e> - l)(B(s) - P(s)) 

+ / t s O(( q (2s + 2))dt 
Jo 

On pose g, la fonction suivante : 

9(s) = J^—^A( S ) - 5£Sl ° g£ 7 £ ' + l A( s ) + s(e s - 1) - P(s)) + [ £ t°0(C Q (2s + 2))dt, 

s S Jq 

alors g est analytique en un voisinage ouvert de s — 0, puisqu'on sait d'apres (|3.5p que P ~ B est 
analytique en et que A Test aussi (par hypotheses sur les coefficients a n ) et on montre par exemple 
a l'aide d'un developpement limite que s i-> 1 ~ £ et s 4 SE '"^V 5 +1 sont analytique sur C, pour 
s i ^ J"q t s O(^(j(2s + 2))dt il suffit de remarquer que e'est une limite d'une suite de fonctions analytiques 
pour la convergence normale au voisinage de s = 0. 

On ecrit done, 

T{s+ljJ Q 2m J Ac -z r(s + l)V s I T(s + 1) 

on conlcut que cette fonction se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de s = 0. 



Montrons maintenant que le terme suivant se prolonge en une fonction analytique en s au voisinage 
de s = : 

poo £ S -1 r e -z 2 t 

L ^j A — p(z ' s)dzdt ' 

il suffit d'etudier 

f°° t*" 1 f e-* 2t ^ 1 / G n (mz) \ 

pour N 3> 1 , puisque la somme partielle peut etre etudier par la theorie de |21| . 
Par definition de P(z, s) et par les proprietes des G„, on a pour tout Re(s) > 1 

N / oo ^ ^ ^ 

p(z, S ) = e + ^ ^k^) + ^(w) + ^ (^) 

n=l Vn=iV 
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ou r)(n,iz) = O z (^) est par bypothese bornee en z uniformement en n > N. On doit etudier les series 
de termes generaux suivants : 

e -z 2 t r U z \ 

dz, 



r°° t 3 - 1 r 

Je 2™ J A 

r°°+°-i r e ~ z2t log p(iz) 



/A z n 2s d 



r°° t s -t r 

Je 2^ J A 



A z n 2s 



00 t 8 - 1 f e~ z l T]{n,iz) , 

dz. 



2ni ./a z n 2s+2 



On deduit directement que la serie de terme general : I a — dz es ^ normalement 
convergente sur un voisinage de s = 0. Pour les deux termes restants il sufHt d'etudier le premier terme. 
On note par Cq(2s — 1) le prolongement analytique de cette Y^kLi k 2 *- 1 au v °i sma g e de 0. 

Soit s dans un voisinage de et on considere 

On conclut que c'est une fonction analytique en utilisant Finegalite suivante valable sur une voisingae de 
s = : 



-r(iz)dz 



dt< / t^^e-^dvdt 

Jv>R Je 

00 



- / \ f°° t Rc ( s) - 1 e- t dtdv < 00 



Par consequent, 

/ / P(z,s)dzdt 

Je J Ac -z 

est analytique au voisinage de s = 0. 



Etudions maintenant la fonction suivante : 

n s) = WTr)<Q {2s + l)J Q — j A — W (iz)dzdt, 
au voisinage de s — 0. On a 

2 roo r -z 2 t 

F{s) = f(7TT) Cq(2s + 1} J * J A — w ( iz ) dzdt 

= ^fc<2. + l)£^»(te)*. 
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puisque on a suppose que w(z) = O(^) pour \z\ 3> 1. Toujours avec cet argument et le fait que 
Cq(2s + 1) = + 7 + o(l) pour \s\ <C 1, on conclut que F s'etend analytiquement au voisinage de 
s = 0. 

On pose maintenant : 

h(a)=g(a) + J — —^P(z,s)dzdt 
alors h est analytique au voisinage de s = 0, et 

c(s) = f(«Ti) [7A(s) " l A{s) + P{s) B{s)] + WTij Cq(2s + 1)F(s) 

c'est a dire que ( est prolongeable analytiquement au voisinage de s = 0, ce qui termine la preuve du 
theoreme. 

□ 

Remarque 3.7. lorsque w{z) est un polynome en q avec q = ^^ +z2 alors le calcul de cette integrale se 
ramene a ce genre d'integrales bien connu, Va > : 

-z 2 t -| r a -z 2 t -| 

-dz 



77— I ~ (q(iz)) a dz = — !— [ — — „. ( 

2niJ Ac -z yHK >> 2niJ Ac -z (1 - z 2 )« 



1 1 ^ 1 -dX 



27ri Ja c -A (1 - A) a 

-77— e / 7 7- d ^ 

-sin(7ra)r(l - a)r(a,t). 

7T 



Alors, 



00 t s ~ l f e~ z t 1 „ 1 



2tt* Ja c ~ z (1 + {iz) 2 )"- it 

r 00 />oo 



. rfA = 3 sin(7ra)r(l - a) / ^"^(a, t)di 







1 /■ OO /■ OO 

- sin(7ro)r(l - 0) / / u a - x e~ u du 
k Jo Jt 

1 



= — sin(7ra)r(l — a) 
= — sin(7ra)r(l - a)T(s + a). 

ITS 



t s I u a - x e- u du 



OO j 

+ - 

s 



t s+a-l e -t dt 



Remarque 3.8. La fonction 0(t, s) :— X^^Li ^r^n(i) a joue le role de fonction theta associee a la famille 
{^n k I n — l}' ma is on peut se demander si la fonction 



n>l k>l 
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est une fonction Theta au sens de |21) ? On en donnera une reponse partielle : on va montrer sous une 
condition supplementaire que 

lim td(t) < oo. 

On suppose done que A^ 1 < A^ +1 1 < A^ 2 < ^n+i 2 < • - •> Vn > 1, (ce qui est par exemple le cas pour 
les zeros de fonctions de Bessel ainsi que les derivees premieres et secondes) ce qui nous donne que 

O n+ i(t) < n (t) < 6 x {t) < 00, V<> 
Cette derniere inegalite est consequence du developpement asymptotique de G\. 

Si t > e > 0, alors 

6 n {t) = e-^.*(*- s )-^.» B < e n (e)e- n2c{t - £ ^ Vn > 1 
fc>i 

par suite 

0(t) <6 1 (E)J2 e ~ n2c{t ~ e) =di(e)@(c(t-s)) Ve>0 Vt > e. 

71>1 

ou O(t) := X2 n >i e_n2 ' es t la fonction theta habituelle qui converge pour tout t > voir par exemple [TH1 
p. 96]. On en deduit que 8(t) est fini, Vt > 0. Si Ton prend e = |, comme y/i6\{t) et y/tQ(t) convergent 
vers une limite finie lorsque i tend vers 0, alors par l'inegalite precedente on obtient que 

lim sup t0(i), 

est fini . 



3.3 Application : regularisation de la fonction zeta de A^r^y 

Cette section est consacree a l'etude d'une nouvelle classe de fonctions Zeta associees a des operateurs 
Laplaciens singuliers, en utilisant les resultats precedents on va montrer que ces fonctions Zeta possedent 
des proprietes analogues aux fonctions Zeta classiques des operateurs Laplaciens associees a des metriques 
de classes C°°. 

Soit (X, hx) une variete kahlerienne et {E,}ie) un fibre holomorphe hermitien. Si Ton suppose que 
hx et He sont de classe C°° alors on sait que l'operateur A^-, agissant sur A°'*(X, E), admet un spectre 
innni et discret et possede un noyau de chaleur qu'on note par e~ tA ^, avec t > 0, voir Definition 2.15]. 
En plus e~ tA ^ admet une trace au sens de [3l § 2.6] et que la fonction Zeta associee a ce spectre s'ecrit 
comme la transformee de Mellin de cette trace. On sait que cette trace possede un developpement par 
prolongement analytique en serie de Laurent pour t petit, voir [31 p. 91] cela permet de prouver que la 
fonction Zeta s'etend meromorphiquement au plan complexe et qu'elle est holomorphe en zero, voir [3J 
9.35]. 

Dans notre cas, e'est a dire ^(TP 1 , hoo)\ 0(771)^ , les metriques considerees sont singulieres. On nc 
peut pas done appliquer la theorie classique pour affirmer que A ^ m ^ possede un spectre discret innni. 
Meme si Ton arrive a determiner le spectre, par un autre moyen, on ne peut pas utiliser cette theorie 
pour etudier la fonction Zeta associee quant au calcul explicite du determinant regularise cela reste une 
tache delicate, voir par exemple les calculs du [B]. 
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Dans un precedent texte, on a etudie le spectre du Laplacien singulier : 

et on a montre que ses valeurs propres et vecteurs propres sont decrits par une famille de fonctions 
analytiques (L n ) ne z- Ces fonctions ont ete definies comme suit : 

d 



et on a introduit l'ensemble suivant 

Z, 



L n (z) = -z m —(z- m J n (z)J n - m (z)) Vz G C, 

{AeC|L„(A) =o}. (14) 



Alors. on a montre dans [3] : 

Lemme 3.9. Vn G Z, l'ensemble Z n est un sous-ensemble infini et discret de R* , 

Z n n {Z G K| Jn-m(z) = 0} = 0, 

et 

L n (z) = -J n (z)J n - m -i(z) + J n+ i(z)J n - m (z), \fz G C. (15) 
Theoreme 3.10. Soit neZ et A G Z n , alors A est un zero simple de L n et on a 

t I I \ \ n'Jn— m(A) / \ 
L nW = 2 J„(A) (■V».»V».*)L>,oo- 

oil >-Pn,\ est un vecteur propre associe a A. 
Theoreme 3.11. On a, pour tout m G N* 

' A 2 1 



Spec(A^ Moc ) = {o} |J{ T | 3n G N, A G Z n }. 



- Si m est pair, alors la multiplicite de ^- est 2 si A G Z n auec n > to + 1 om < n < ^ — 1 e£ de 
multiplicity 1 si A € Z>™ . 

A 2 

- Lorsque m est impair, alors — est de multiplicite 2 si n > m + I, egale a 1 si < n < m. 
Lorsque to = 0, on avait montre 

Theoreme 3.12. 

Spec(A^) = {o} |J{% ^ | n,m G N, fc, Z > l}, 

■2 -'2 

auec (resp. J est rfe multiplicite 2 si n > 0, et de multiplicite 1 quand n — 0, oil j*.* (resp. jl 
est un zero positif de J* (resp. J' t ). 

II est done naturel d'associer a ce spectre une fonction Zeta et d'en etudier les proprietes. On introduit 
done la definition suivante : 

Definition 3.13. Soit to un entier positif. On pose 

Ca (a) := V — , Vs G C, 

aeSpcc(A^ rToo )\{0} 

oil chaque valeur propre est comptee avec sa multiplicite. On appelle Ca W( j la fonction zeta associee a 

I'operateur singulier . 
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Le principal resultat de ce paragraphe est le theoreme resultat ci-dessous. On distinguera deux cas : 
le cas m = et celui lorsque m > 1. En fait, on peut eviter cela et supposer que m > 0, mais on prefere 
cette separation de cas par souci de clarte. 

Theoreme 3.14. Pour tout m > ; la fonction Ca 0( } converge pour tout Re(s) > 1, avec un pole en 
1 et admet un prolongement analytique au voisinage de s = 0, de plus, on a 

et 

1 (m + 1) m+1 

Ck^jO) = 4$(-l) - - - log l (m + + ; )!2 = T g (TP^O( m )J. 

Demonstration. La demonstration est une application du theoreme p.6[) . On commencera par le cas 
m = qui est relativement facile a traiter. 



3.3.1 Regularisation de la fonction zeta £a— 

On pose 

Co («) = &>(*) + Gv(«), 

avec 

fe>l J 0,fc n>lfc>l*'™. fe fc>l J 0,k „>lfc>lJn,fc 



Alors, voir (|3.13p 
On va montrer que 



Ca w » = 4 s Co(*). 



Co(0) = -| Co(0)=4C^(-l)-i + ^log2. 



cc qui donnera le resultat cherche c'est a dire que £a^ (0) = — | et (' A _ (0) = &C'q(~ 1) — g ~~ log 2. 
D'apres les calculs [201 corollaire. 1], on a 

Cv(0) = l, Ci>(0)=2^(-l) + ibg27r+A (16) 
II suffit d'etudier ^V- On considere {i^ n > l} et la fonction zeta associee : 

n>l fc>l J 

Avec les notations de la proposition (|3.6p . on considere 

/;(nz) 



VM.n( z ) = ~ lo g 



2"r(n)( nZ )" / 



6. II est important de noter que d'apres la theorie classique de [3] la quantite £a— (0) est un invariant qui ne depend pas 
de la metrique C°° sur L. On verifie qu'ici cette valeur correspond bien a la valeur de cet invariant. 

7. On a choisit les lettres T> et M pour rappeler que ces objets sont lies aux deux problemes avec condition aux bords 
classiques : de Dirichlet et de Neumann. 
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Par (|5"Tj) , (|53p et (|3.19p , la famille { I' n \ n > 1 } verifie les conditions de theoreme (|3.6j) . Par un simple 
calcul, on trouve que : 

Q>N,n ■= \( n - \)i & AT,n ■= ^log2vr+ (n - i) log n - n log 2 - logr(n), etw(z) = Vi(z). 
Par suite 



71=1 



= ^Cq(2« - 1) - ica(2«), 

(en particulier, A^-(O) = Cq(~1) - Kq(°) = Cq(~1) + il°g( 27r )) voir P ar exemple,[H pp. 94-95]. 

71=1 

= - E + 5 M 2 ^^) - log(2)C Q (2 S - 1) - $(2 fl - 1) + ±&(2*), 



n=l 



et 



(ona^(0) = -i). 



n 2s w ^ n 2s w 12 

n— 1 n— 1 



La proposition (|3.6p affirme que P^f — Bj^ est prolongeable en une fonction analytique en un voisinage 
ouvert de s = 0, on va en donner une autre preuve plus directe et on calculera sa valeur en s — 0. On 
pose 



alors 



n 2s 12 

71=1 

2 1 (19) 

+ log(2)C Q (2 S - 1) + Cq(2s - 1) - -Cq(2s) VRe( S ) > 1. 

A l'exception de 77, on deduit par la theorie classique de la fonction Zeta de Riemann que les termes de 
l'egalite ci-dessus sont prolongeables analytiquement en un voisinage ouvert de s — 0. Montrons que rj 
Vest aussi. On a 

Lemme 3.15. La fonction 77 definie par 

, , logr(n) 1 > . 

^) : =E^^i2 Cq(2s + 1) ' 

71=1 

converge pour Re(s) > 1 et admet un continuation holomorphe au voisinage de et 

-7(0)=^-!)-^- jlog(27r). 
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Demonstration. D'apres [8, 8.343.2] : 

logr(z) = zlogz-z- ilogz + ilog27r+^- + i? 2 (z), Re(z) > 0, (20) 

avec 

Done lorsque z = n est un entier on a 

E ^^£1^ = 1^(2- + 3). (21) 

n— 1 n— 1 

Par cette estimation et par les proprietes classiques des series de Bertrand, on a 
" lo g r(n) 1 



Vis) = J2 



■n- 



12n 2s+1 



n=l 

" lh{n) 



Elog n x - 1 % - 1 log n \ - 1 log 2n x - 

n— 1 n— 1 n— 1 n— 1 n— 1 

11 00 

-C^(2s - 1) - Cq(2s - 1) + -Cq(2s) + - log(2^)CQ(2s) + £ 



B2(n) 



2 

n=l 



qui converge pour Re(s) > 1 avec un pole en 1. 



On a Cq(2s — 1), Cq(2s — 1), Cq(2s) et £q(2s) admettent des prolongements analytiques au voisinage 
de s — et par a l'estimation (|2ip on conclut que r\ admet un prolongement analytique au voisinage de 
s = 0. On notera par la meme notation n le prolongement de rj au voisinage de 0. 
On a done 



11 

'7(0) = -Cfe(-l) - Cq(-1) + 2Cq(0) + - log(2^)C Q (0) + J2 R ^ 

oo 
n=l 



J" I 

n=l 

Calculons 



On aura besoin des identites suivantes 
1. 



22) 



2. 



3. 



N-l N 



et 



5^i-logJV + o(l) 
n=l 

AT 

log( n" n ) - Y, lo § r ( n ) " ^ lo S r ( ^) ( 23 ) 

n— 1 n— 1 

/V 2 N 1 /V 2 
logA= lim logCl 1 - 2 2 -N N )- (_ + _ + _) log TV + — , (24) 

n->-+oo 2 2 12 4 

l 0g A = -C'(-l) + ^ (25) 



ou A est la constante de Kinkelin, voir [2"Tl p. 461-462]. 
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4. 

logT(N) = (N - ~) log AT - N + \ log(27r) + ^ + o(i) 

voir [HI p.895]. 
A l'aide de ces dernieres formules, on montre que 



Mn) = 2Cb("l) - ?2 ~ 12 + 4 bg(27r) - 

n=l 



En effet, soit iV > 2, on a 

AT AT 



^ i2a(n) = ^ ( lo g r(n) - n log(n) + n + \ log n - log v^) - ^ - + o(l) par 0, 



n=l 

N N 



log r(n) - ^ n log n + ^ + X) + I (log r(JV) + log N) - N log v^r 

71—1 71—1 

12 12 y ' 

N N-l 

log r(n) + log( [] n- n ) - AHog iV + f^fLZiZ + i log r(iV) 



n— 1 n-l 



7V(7V+1) 1 

I n i — iv log iv -|- 

1 

7 , 5 



ATlogv^- I L + -logiV + (l) 



2 log( Y[ n~ n ) - N log N - N log T(Af) + N ^ N + 1 ^ + I \ og T(N) - N log V2^ 



n=l 



" 12 + l| l0g(7V)+0(1) ' Par 

1 /V 2 

= -2 log A - (N 2 + N + -)logN + + AT log AT + AT log T( AT) 

6 2 

+ N(N 2 + 1} + 5 log r(iV) - TV log - ^ + ^ log(AT) +0 (1), par d 

1 A^ 2 1 

= -2 log A- (N 2 + iV+ -)logAT + — + 7VlogA^ + 7V(A r - -) log Af — A^ 2 

1 I N 2 + N 1 I N 1 , — 

+ - log(2^)iV + - + + -(N - ~)\ogN - - + - log(27r) - AT log(V^) 

= -2 log A + _ _L + i log(2vr) + o(l) 

= 2C(-i) -j^-j^ + i lo s( 27r ) + °(!)' P ar <G3- 

On en deduit la valeur de r\ en zero : 

^0) = 2^(-l)-^-^ + ilog(27r) 

- Cq(-1) - Cq(-1) + ^Cq(O) + \ log(27r 
= CQ(-l)-^-jlog(27r) 
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On en deduit que 



Bm(-Bv(s) + Psris)) = 77(0) - \ log(2^)C Q (0) + log(2)C Q (-l) + CqM) - ~C£ 



2CQ(- 1 )-^ + i 1 °g(27r)-^log2. 



On pose, voir les notations avant 



OO J.S—1 



:= - r(s + 1) C Q (2.s + l) J — / -—Vxiizjdzdt, Re(s) > 1, 



et on montre le lemme suivant, 
Lemme 3.16. On a 



F«(s) = (i + 7 , + «,(!)) ^^J> (1 - 7s), 



r(s + l) V2 ' w / 120F 

pour foui |s| <C 1 et on a 

F ^) = YA et ^(0) = ^(7-log2-^ 
Demonstration. Soit Rc(s) > 1, on a 

F aa(s) = =T- ■ TT Cd(2g + 1) U / ^7 / "^TT; —rdXdt 



T(s + l) wv ; V87 27ri 7 Ac —A (1 — A) ^ 
7 f 00 t*- 1 f e- xt 1 

-dAeft 



24 7 2m 7 Ac -A (l-A)i 



T(s + l) wv V 8 Vo * % 2 ; v 2' 

7 r°° i ^ i ^ 

rf^T)« 2 ' + 1 »(8^-T2^(' + 5») r <- + 5» 
1 + — <") £ fe#< 1 -^ 



r(s+l)V2 ' v V 120F 
ou Ton a utilise les formules suivantes : 



□ 



1 

2ri 



n -xt 



— ti 7-^dX = — - — e 

-A (1-A) Q 2m 



o _! 1 + it (-u) a 



rfft 



• sin(7ra)r(l — a)T(a, t), 
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et 



t s ' 1 T(a,t)dt= —T(a,t) 
. s 



= -T(a + s). 

s 

avec r(a, t) est la fonction Gamma incomplete. (Pour montrer cette formule, on suit la methode pour 
la representation de l'inverse de T comme une integrale le long d'un contour, voir |23l 12.22] et on utilise 
la formule de S 8.353.3])). 

On conclut que i*V est analytique en un voisinage ouvert de s = 0, et on a 

1 



*V(0) = 



24' 



Soit s 7^ 0, on a 



= - wr/^ io + 7* + so(i) 



7 + o(l) + «/(!) 



r'( s - 


M) 


r( s + 


i) 2 


i 




r( s + 


.,( 


i 




r( s + 




i 




r(s + 





r(a + |) 

£(* + §) 

12^F 
r'(,s + i) 



(1-7*) 



(1-7*) 



120F 



(1 - 7s) 



+ n7Til(2 + ^ + S0(1) )4vr ( - 7) - 



Rappelons, voir par exemple [HI 8.366.1, 8.366.2 ], que 



r'(i) = -J-. 



2rm 



rf = -iog2- 



Par suite 



*A/"(0) = ^(7-log2~). 



□ 



D'apres (|3.6p . la fonction z^r (voir l|17|)) s'ecrit au voisinage de s = sous la forme suivante : 
zu{s) = r/ * -r (7^aa(s) - Bvfc) - + Pjv(«)) + *V(«) + « 2 3(s), 

1 (S + 1) \ s J 

ou g est une fonction analytique au voisinage zero. Par les calculs precedents, on obtient : 

zat(0) = -A N {Q)+F N {Q) 

= -\cq(-i) + \c^) + y a 

111 

~ 24 ~ 8 + 24 
1 

~ ~24' 
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et 



- A'(s) + sP'(s)) - E^±A s ( iAm ( s) _ BAf (s) - ±A„(a) + P„(8)) 



done 



zV(0) = -AV(0) + Bm(--Bjv(«) + + lim + P^-(s)) + ^(7 - log 2 - ^) 

= -Cb(-l) - \ log(27r) + 2Cb(-l) + \ lQ g( 2 ^) ~ ^ log 2 + ^ ( 7 - log 2 - ^) 
= C^(-l)-ilog2-^. 



Rappelons que 



fc>l J 0,k 



Si Ton pose Cjq{ s ) = Sfc>i 7^"" alors la contribution de Jq vaut 

O 5 (0) = -5(1 + 5) = "J. C'^(O) = 5 l0 g 2 - ~ logTT. 

(C'est une application de flS)), sachant que /^(z) = f + pour |z| < 1 et Iq(z) — — | — (1 + si 

M»i)- 

On obtient : 



et 



Cv(0) = 22^(0) + (ilo g 2-ilo gI r) 



On conclut que, voir JT 



' (-l) + gl0g2-il0g7T--. 



Co(0) = -|, C5(0) = < Q (-l)-^ + ^log2. 
Ce qui termine la preuve du resultat cherche. 

□ 

3.3.2 Regularisation de la fonction zeta pour m > 1 

Ce paragraphe est consacre a l'etude et au calcul explicite du determinant regularise de la fonction 
Zeta : 

Ca , Vm > 1. 
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L'idee de la demonstration du theoreme (|3 . 14[) consiste en premier temps a introduire une suite de 
fonctions analytiques (G n ) ne z qui verifie les hypotheses du (|3.2[) et d'etablir, tenant compte des notations 
de (|3.2p et du theoreme (|3.11[) . que : 

Ca^-j^ = A s z m {s), 

on 

z m {s) = 2^Cc„ +m (s) + 2 ^2 (c k ( s ) +Cg™(s), si to pair, 

n>l fc=0 

m-l 
2 

z m (s) = 2^2 Cc„ +m (s) + 2 X! C G <=( S )> si TO im P air - 

n>l k=0 

Puis de demontrer que (CG„ +m )„ eN » es t une famille regularisable, voir definition (|3.4[) et d'appliquer 
ensuite le theoreme (|3.6[) pour conclure. 

On introduit, pour tout n € Z, la fonction suivante 

G n (z) := I n+ i(z)I n - m {z) + I n (z)I n - m -i(z) VzeC. 
ou J* designe la fonction de Bessel modifiee d'ordre *. 

Etablissons d'abord la formule precedente reliant Ca P( , et z m . Cela resulte de la definition Ca 0{ ) 
et de celle z m et du lemme suivant : 

Lemme 3.17. On a 

1. Pour tout n 6 Z, 

done, {zeC| G n (iz) = 0} = Z„ (Wr (J32K )■ 

2. 

G n {z) = G m - n (z)q VzeC, (27) 

3. 

G n {-z) = (-l) m+1 G„(z) VzeC. (28) 

^. Si n > m + 1, 

G «W = 9 2n- m -lW ZT^7 T + °(^ m ^) 1*1 « I- 

2^n m 1| ^ _|_ JJJ ^ n _ m j 

Demonstration. Cela decoule directement des proprietes des fonctions de Bessel. En effet, 1) resulte de 
la definition de /„ et on a 

G n {z) = I n+ i(z) 

■^n— m(^) (^)-^n— m— 1 (^) 

= 7_ n _i(z)/_ n+m (z) + J_ n (^)/_ n+m+1 (0), [TJ9.6.6] 

~~ I(m— n)-\-l\^)^(m— n)— mC*0 %(rn— n) (^)-^(m— ra)— m— 1 00 

□ 



36 



Avec les notations du paragraphe (I3.2[) . on considere la famille de fonctions Zeta suivante 



ou G n :— G„+ 



m ■ 



On se propose d'etudier la fonction 



C>m+i(s) := X]Cg„- 



n>l 



Plus precisement, on va montrer que {Cc n+m I n > 1} est regularisable, voir definition (|3.4p . et on de- 
terminera les valeurs C>™+i(0) et C> m +i(0) ce qui nous permettra de completer la demonstration de 



Commencpns par montrer que cette famille de fonctions verifie les hypotheses de la definition (|3.4I) . 
C'est a dire, on doit verifier que 



en plus des conditions de la definition (|3.4[) ou l n ,e n ,a n ,b n ,w,r seront calcules explicitement (Notons 
que l n et e n sont deja donnes dans le lemme precedent). 

Montrons le premier point, c'est a dire que 



ou k designe le fc-eme zero positif de la fonction Bessel J* (Rappelons que la convergence de ces sommes 
est un resultat classique de la theorie des fonctions de Bessel, voir [221 § 15] ). 

Pour cela, on a besoin du lemme technique suivant : 

Lemme 3.18. Soient f et g deux fonctions reelles de classe C 1 definies sur un intervalle ouvert non vide 
I tel que I. 

On suppose que les zeros de f et g sont simples (c'est a dire, sif(a) = alors /'(a) 7^ 0). Notons par 
Z(f) (resp. Z(g)) I'ensemble des zeros de f (resp. de g) sur I et suppose en plus que 





II suffit, par le theoreme de factorisation de Weierstrass, de montrer que 




On va montrer que c'est une consequence de 




Z(f)nZ(g) = <D. 
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Soit m G N et on pose 

L(x) = x m ^-(x- m f{x)g{x)) Vxel. 
Si Ai < A 2 sont deux zeros consecutifs de L alors 



Card(]A 1 ,A 2 [n(Z(/)UZ( 5 ))) 



< 1. 



Demonstration. Commengons par remarquer que L s'annule entre deux elements de Z(f) U Z(g) et que 
Z(L) n {Z(f) U Z(g)) = 0. 

Supposons qu'il existe a <G (■£(/) U Z(g))n]Ai, A 2 [ qui soit minimal pour cette propriete et que f(a) = 
0. Supposons par l'absurde qu'il existe /3 <G Z(g) tel que Ai < a < (3 < A 2 minimal pour cette propriete, 
done g est de signe constant sur [Ai,/3]. On a 

L(a) = -ma-'fi^gia) + f'(a)g(a) + f(a)g'(a) = f(a)g(a), 
L((3) = -ma- 1 f (!3)g(l3) + f'(P)g((3) + f(P)g'(P) = <?'(/3)/(/3), 

Comme L est de signe constant sur ]Ai, A 2 [ (puisque continue), alors 

f'(a)g(a)g'(p)f(p) > 0, 

ce qui est impossible puisqu'on montre que 

x^0+ X 

g' { P)g(a) = lim ^ = ^ < 0. 

x^0+ —x 

On conclut que soit Ai < a < A 2 < /3 ou bien il existe a' € Z(f) tel que Ai < a < a' < A 2 . Si Ton est 
dans la derniere situation, on obtient comme avant : 

f'(a)g(a)f'(a')g(a') > 0, 

Puisque g est de signe constant sur [a, a'} alors 

f{a)f(a') > 0, 

ce qui impossible puisque 

/'(a)/V) - lim A* + *)/(*'-*) < o. 



□ 



On va appliquer ce lemme a / = J n et g = J n + m , dans ce cas 

L = —L n+m . 

On obtient done avec les notations introduites avant : 

Card([A„ +mifc , A„ +m , fc+1 ] n (Z(J n ) U Z(J n+m ))) < 1, Vfc > 1. 
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Mais d'apres (13. 10)) on a 



'Jn-\-m \ A) 



qui donne que 

n ^ T ' (\ U' ^ \ - " ''" ' | I'll, | 2 || „ 

(l'inegalite a droite resulte du fait que L n+m est C 1 et de signe constant sur ]A n+m h , A n+m fc+1 [) 



</n+m(A Il+m( . ) J n + m (A n + m _ fc + 1 ) n ^ |2| ^ |2 

Jn(A n+mJ J Jn(A n+m)fc+1 ) 



Par suite 

Caxd([A n+m ,„ A„ +m fc+1 ] n (Z(J n ) U Z(J n+m ))J - 1 Vfc > 1. 
Maintenant on peut montrer que 

E — <o °' 

En posant 



\2 

fc=i "> fe 



A„, fe := max{ (Z(J n ) U Z( J n+m )) D [0, X n>k ] } Vfc e N, 
alors, par le lemme precedent, on a 

A n ,fc < Xn : k < A n ,fc+i < Ki,k+1 Vfc > 1. 

et 

fe=l \i fc=l k=l J n+m,k 

Or le terme de droite dans cette inegalite est fini, voir [22, §. 15]. On conclut que 



k=i A «>k 

Verifions maintenant ^j. On note par A n + m .i la premiere valeur positive non nulle de Z n+rn , montrons 

que 

inf ^±^1 ^ 0. 

new* n 2 

Montrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 3.19. Soit a un reel non nul. On a 

1 1 n 2 

xJ n (ax) 2 dx = -(4(a) 2 + (1 - -t)Jn(a) 2 ) 

en particulier, soit n ^ 0, si Von note par j„,i (resp. j' n 1 ) le premier zero positif non nul de J n (resp. de 
J' n ) alors on a 

jn,i > j'nA > n. 
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Demonstration. Soit b un reel non nul, on a 

xJ n (ax)J n (bx)dx = _ 2 (aJ n {b)j' n {a) - bJ n (a)J' n (b)) 

1 / J n (b)-J n (a) , T , . T . . j;(o)> 



o 



(a — J n (a) + J n {a)J n {b) - aJ n (a) — J. 



La premiere egalite resulte de l'equation de Bessel, ou consulter [2"2l § 5.11 (8)]. En faisant tendre b vers 
a, on obtient : 

i 1 
xJ n (ax) 2 dx = — (-aJ' n (a) 2 + J n (a)J' n (a) + aJ n (a)J%(a)), 

mais comme J n verifie l'equation de Bessel, alors 



i i , 2 . 

xJ n (ax) 2 dx = -[J'M 2 + (1 - ^)^(a) 2 )- 



(29) 



Si J' n (a) = alors on a de la formule precedente, \a\ > n. En particulier j' n 1 > n. Par definition j n> i > 
e t J n (jn,i) = 0, par suite s'annule sur l'intervalle ouvert ]Q,j/ n ,i[ par le theoreme des accroissements 
finis, ce qui termine la preuve du lemme. □ 



Soit A > 0, on pose 



, t , \J n+m (\r) sir< 1, 

^ (r) = i^4e) «dr>l, (30) 



Proposition 3.20. Avec les notations precedentes, 

l/n,A( )! maxM r)"'+ 4 = 2V J "+ m(A) + (1 A 2 ) J "+™( A ) 



J " +m(A)2 (4(A) 2 + (l-^)J n (A) 2 ), 



2J„(A) 2 v " v 7 v A 2 

et on a 



K +m ,i>n 2 VneN* 



Demonstration. On a 



l / -' (r) l' m «(v)"^ = / l/».-( r >l 2 '* + / l/.,.wl 2 ^i 

1 **.(>rrr* + (^)'/"4(i)'^ 
En utilisant (I29[) . on montre la premiere assertion. 

Comme Z n+rn est symetrique, il suffit de montrer que inf Z n+m n M + > n. 
Si A e Z„ +TO n R+, alors 

_ m + J' n+ rn( X ) + _ Q /gjs 

A J„+ TO (A) Jn(A) 

puisque £(r~ m J n+m (r)J n (r)) lx = 0, voir dHJ) et que f (r~ m J n (r) J„_ m (r)) = 
-mr—V^MiM + r- m (J4 +m (r)J n (r) + ^(rj^fr)). 
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Supposons par l'absurde que A < n. On a J„ +m (0) = J n (0) = et puisque J n et J n + m sont analytiques 
sur C alors il existe < e <C 1 tel que J n J' n > et J n+m J' n+m > sur ]0, e[ et par consequent J 2 et J 2 +m 
sont croissantes sur [0, e[, mais d'apres (|3.19p . J n J' n et J n + m J' n+m sont de signe constant sur ]0,min(n[ 
done on peut prendre e > n. 

Comme on a A < min(|n + m\, \n\j < e, alors 



Cela donne 



4(A) , (A) 



> 



>/n(A) J n -|_ m (A) 

7 

n+m 



par ([SI) 



•^n (A) \ , ( J'n+mW* 



Jn(A) / \«/n+m(A) 




done, 

A 2 > n 2 + nm = n(n + to). 
Ce qui est impossible puisque A < n et to > 0. □ 



On conclut que 



inf ^+^1 > i. 



Proposition 3.21. On a pour tout \z\ ^> 1 avec \ arg(z)| < ^, 

~ e 2z ( An 2 + 2to 2 + 4nm + 2to + 1 1 A 

G„(z) = G„ +m (z) = — I 1 — + O(^) J, (32) 

Demonstration. C'est une consequence de la formule (|50|) . □ 
Proposition 3.22. On a pour tout | arg(z)| < 5, et n 3> 1 

p (2n+m— 1)17(2) . / \ / 1 1 \ 

G„(nz) - G n+m (nz) -y (e^M-*? W) +1)1+ -%(^) + n) , 

27rn(l + z 2 )2 V / ^ n / 

avec w m (z) = —4 (2m 2 + 2to + 1) 3 — r + ^j 5— y ei 77 m ime fonction bornee uniformement en n. 

(1+z 2 ) 2 iz (1+z 2 ) 2 
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Done, on obtient avec les notations du (|3.4[) : 




w(z) = w m (z). 

et on verifie a l'aide de developpements limites convenables que 

j](z) = log(z) + 0(1) pour \z\ < 1, 

r)(z)=z + 0(~) pour \z\ > 1, 
r](z) — zrf (z) = log(z) pour \z\ <C 1 
rj(z) — zr)'(z) = z + 1 + O(-) pour \z\ ^> 1 

p(0) = 1 

log p(z) = 2z - logz + 2 + O(-) pour Izl > 1. 

La preuve de cette proposition sera faite en deux etapes ; on commence par montrer les resulats suivants : 

Lemme 3.23. Soit n > et I un entier fixe. II existe des fonctions Vxj, V2,i, ■ ■ ■ telles que pour n grand 
et | arg(z)| <\ — e,e assez petit : 



pour tout z verifiant | arg(z)| < ? — e. 

On cherche a etablir une formule analogue pour /„((n + l)z) pour n > 1 et / un entier fixe, e'est a 
dire montrer qu'il existe des fonctions continues vi \,Vi t 2, ■ ■ ■ telles que 




(33) 




Demonstration. Dans [I] 9.7.7], on a 




(34) 




Pour simplifier les notations, on notera par 0(1) une fonction en n bornee uniformement en z. 



Soit n > 1. 
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Soit z € C tel que | arg(z)| < ^ — e, remarquons que arg((l + —)z) = axg(z), done de (|3"4")l on tire 



I n ((n + l)z) = I„(n(l + -)*) 



/27rn(l + ((l + i)z)2)t V « 

1 p n(^(»)+^'(»)+gl7"( Z )+o( A )) 



r l + i -i((l + -) 2 ^) + E 



«fc((l + 



'Inn 



k=2 

i zz a 



,(l + z 2 )i «az v (l + z 2)^ (n + Z) 2 

f i + + + 4°( 1 )) + Vc 1 )) 

y n \ n oz n z / n z J 

^wfl + ^"(z) + io(l) 



W](z) 



'2nn 



1 Iz d , 1 



(1 + z 2 )? «& l (l + z 2 )i ; (n + i) 

1 + 1, « 1W 

Z 2 ^4 Til 



rO(l) 



r .gizf (z) 



V 27T7T, 

En posant 



, 9 < 1 



ZV t/'(z) 



(1+Z 2 )3 nV(l +z 2)i 9Z V (1 + Z 2)^ 2 (1 + Z 2 )3 



1 3 1 Z 2 z 2 

= ui(z) + ^/(l + z 2 )7 — ( J + — t/'(z) 



-W) 



on trouve la formule cherchee. 

Corollaire 3.24. Soient I et V deux entiers fixes. On a 

e 2nr)(z) 



□ 



I n ^(nz)I n ^,(nz) = — -re- (W )Mz) -^ (2 »(l + -(v ltl (z) +v 1 , l ,(z) + + -0(1)) (35) 

2irnl+z 2 )2 V n y 1 ' n 1 ) 



2nn{l + z 2 ) 
Demonstration. On a pour n 3> 1 



et par ce qui precede, on a 



i + J- + 4o(i), 



\fn~~l 2n n 



I n -i(nz) = J n _/(((n - Z) + Z)z) 



,(n-0>?(2) 



V'2tt(ti-Z)(1 + z 2 ) 

e (n-i)»)(z) 



re *'VW( 1 + __ t;iiI ( 2( ) + 



-o(i) 



It) (z 



'2im(\ + z 2 )i Vn - Z 



l + -«i,;W + 4o(l) 



/ 27m(l + z 2 )3 

Jn-l)ri(z) 
_ e *lV (z) 



'2im{\ + z 2 



2n n 



Z\ 1 



1 + - + - +Za 0(1) 



Si l'on prend un autre entier Z' alors on deduit directement de la derniere formule que 

2nr)(z) f i /_!_/' 1 \ 

(„*)/„_,, (nz) = — {z)) 1 + - (*) + (z) + -—) + -0(1) . (36) 

27m(l + z 2 )5 V n 2 n / 
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□ 



On pose 



De on a 



l + V 



I n+m+1 (nz)I n (nz) = — - e Ki)hWWW) 1 + _ U,_ (m+1) + „ li0 - + O(-) 

27rn(l + z 2 )2 V nV 27 n / 

et 

I n+m (nz)In-l(nz) = - e (rn-l)Wz)-zV W) J + _ ( „ + „ _ + Q(. 

done 

2t "?( z ) im+iiw,)-™^^/', , -afWai-Wrstii ,1/ . m+1 

27rn(l + z 2 )3 

e -2(r)(z)-z»)'(z)) m+1 1 



G„ +m (nz) = . eWW'WW) f 1 + r'W«)VM) + I (^_ (m+1) + - 2*±±) 

27rn(l + z 2 )3 V nV 2 J 



-(V\,-m + ^ ) + 0(-t) 

a 2mj(z) 



_ e (,m+l)(ri(z)-zr]'(z))f^ _|_ e -2(jj(z)-z?/(z)^ | 

2irn(l + z 2 )i \ 
( Vi,-(m+i)(z) +viAz) - ^ + fa,- (m+ i)(z) +^, (z) - Hi_l) e -W-V( 2 )h i 

V 1 +e -2(r,(z)-zr,'(z)) ) + U ^ n 2> 



Rappelons que 



v u (z) = Ul (z) + lz(l + z 2 )i|L(__l_^) + l -Z-r/'(z). 



avec 111(0) = 1 — r- 

SCl+z 2 )^ 24(l+z 2 )2" 

Si Ton pose 

1 

(1 + z 2 )^' 

on trouve que 

+ ViAz) - ^ + K,- (m+ i)(z) + m, (z) - g=l) e -2fr(*W(*)) = 
1 + e - 2 (')( z )- z ')'( z )) 

= -i(2m 2 + 2m+l)p+^p 3 , 
qu'on notera par w m , ce qui termine la preuve de la proposition (|3.22[) . 

Remarque 3.25. Si Ton prend m = 0, e'est a dire le cas correspondant au fibre trivial, on retrouve bien 
le resultat precedemment calcule. 
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Remarque 3.26. 

w (z) = V 1 {z) + U 1 (z), 

voir notations (l52l) et (l53ll. 



On considere la fonction zeta suivantc 

>m+l : = E E pj, 



n>l AeZ„ + „ 

Rappelons que c'est la fonction zeta associee a la famille {G n + m | n > l}. Avec les notations du theoreme 
(|3.6p et en utilisant les developpement asymptotiques (|50[) . on a pour tout n > 1 : 

Pm,n(z) := - \ogG n+m (nz) + (2n + m - l) log(nz) - (2n + m - l) log 2 - logT(n) 

\ Wm(z) 

- logT(n + m + 1) + 

n 

= — 2nz + log(7rnz) + (2n + m — l) log(nz) — (2n + m — l) log 2 — log T(n) 

-logr(n + m+l) + 0(-) par®. 

z 

Par suite 

m 

et 

6m,n : = ~ logT(n + m+ 1) — logr(n) + (2n + to) logn — (2n + to — 1) log 2 + log7r. 

Done 

TO 

An(s) = Cq(2s - 1) + -Cq(2s), 



et 



n>l n>l n>l n>l 

-( m -l)log2^-L+lo g7 r^-L 



n>l n>l 



ST log[(n + m)(n + m - l)---n] ^ jogT(n) , , . , , , 

n>l n>l 

2 log 2 Cq(2s - 1) - (to - 1) log 2 Cq(2s) + log tt Cq(2s) 

n>lfc=l n>l 

(m-l)log2CQ(2 S )+log7rC Q (2 S ). 



et 



p / \ _ V" Wm 01 \ " 1 ^ to(to + 1) i 1 

-^m(Sj - 2^ „2.s+l _ 2^ „2s+l 



n^ 

n>l n>l 



et on note par F„ 



^t 3 - 1 f e~ xt 



F m (s) := 1^08(2- + 1) y Q ^- ^ — Wm (X)dAdt 
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On montre que 



F m (s) 



r( s + 1) 



(2s + 1 



)( 



2 + 6m + 6m 2 



120? 



V|s|«l, 



et que 



On a besom d'expliciter dans la formule de £>m+i, la quantite P m — B m . C'est l'objet du lemme 
suivant : 

Lemme 3.27. Pour \s\ <C 1, on a 

m 

{-B m + P m )(s) = £7* 00 + 277(s) - mCo(2s) + 2^(2s - 1) + (m - 1)Cq(2s) 
fc=i 

+ 2 log 2 Cq (2s - 1) + (m - l)log2C Q (2s) - log7rC Q (2s), 
a-uec 7fc(s) = X) n >i T^(l°§(l + «) — )> es ^ Mne fonction analytique au voisinage de s = 0. 



Demonstration. Par application du theoreme des accroissements finis a la fonction x M- log(l + x) — x 
sur R + on a 

log(l + -)-- 



n n 



k 2 

<— Vn > 1. 



Done la serie numerique suivante 



Ik 



(sHE^iM 1 + -)--), 



converge pour tout complexe fixe s verifiant Re(s) > — ^. 
De plus, si s est tel que |Re(s)| < \ alors 

I £ -L(io g (i + V-) <fc 2 E -4- VAreN *' 



n>7V+l 



n >A" + 1 



n 2 



d'ou la convergence normale et comme les somme partielles sont continues en s sur |Re(s)| < i alors jk 
est continue et 

7fe (0H5> g (i + 

* — ' n n 

n>l 

On sait que, voir [TJ 6.1.3], 

-logT(z) = logz + 7 z + ^log(l + -) - - Re(z) > 0, 



done 



7fc(0) = -]ogr(fc+l)-7*. 
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On a 

log(n + fc) m(m + 1) ^ 1 /l°g( n + k) k 



m—^ m—^ log{n + K) m(m + i)s-^ 1 ^-^ ^-^ / Log{n + k ) k \ 
2—/ 2-^i ^Ts 2 £—i n 2s+1 ~ 2-^\ ^Ts n 2s+i ) 

n>l n>lfc=l 

n^+£iWi>-i>) 

n>l fc=l 



-mc 

n ZS V "~ n ' n ' 

n>l fc=l 



En s = 0, la fonction precedente est egale a 



fc=ln>l fc=l 



-mC^(O) + J2 E ( lo §( 1 + ") - -) = - m ^(°) + £(- l0 S r ( fc ) - log* - 7*0 

fc=i 

-Kao)-7^^-X>gr(fc + i). 

fc=i 



On deduit que 

*n fc \ w /o „v-/iogr(n) l 



{-B m + P m )(s) = E E ^ (Ml + -)--)- ^q(2^) + 2 E (" 



n \ n nJ * — ' \ n n" 1 

n>lfe=l n>l 

+ 2Cq(2s - 1) + (m - 1)Cq(2s) + 2 log 2 Cq(2s - 1) + (m - 1) lo g 2C Q (2s) 
- log7rC Q (2s) 

m 

= E^ fe W + 2? ^ s ) - m ^( 2s ) + 2 <q( 2s -!) + ("»- 1)Cq(2«) 
fe=i 

+ 2 log 2 Cq(2s - 1) + (m - 1) log 2 Cq(2s) - logTr (q(2s). 



On peut done evaluer les valeurs de C>m+i(0) et C> m +i(0)- Cn a 

Cn>m+l(0) = -A m (0) + F m (0) 

= 12 + 4 + 12 (1 + 3m + 3m) 
1mm 2 

= 6 + Y + - 

C;> m+1 (0) = 2&-1) - E ^(k + ^ll) log2 + ^ log. - 

fe=l 

Notons par z m , 

*m(«) : = E E A2l' 
ri>0 AGZ„ 

(ici les zeros sont comptes avec leurs multiplicites). 



et 
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Rappelons que 

Ca^^(s) =A s z m {s). 

II reste a determiner la contribution de {G„, < n < to} : 
1. Si m est pair. Remarquons que G n — G n - m - On a 

z m {s) = 2C> m +i(s) + 2Co<«<f + Cf (s), 
Co<„<^-i(s) = ^ E 157' 



avec 



A 2, 

0<n<^-l AGZ„ 



et 



c*w= E i 



A 2s 



En appliquant (JSJ, on a 



Co<n< f -l(0)=- £ ?,, : " 2 



2 

0<ri<^-l 



et 

Co<n<*-l(0)=- E 6 ™ 



0<n<^ -1 

= — ^log'7r — (to + 1) log2 — log(n + 1)! — log(m — n + 1)! 

0<n<§--l 

+ log(TO + 2) J 

m to(to + 1) , m, , „. \ / 

= -logvry + ^^ Mog2-— log(TO + 2) + 2^ (log(n+l)! 

0<n<^-l 

+ log(m — n + 1)!^ 

to to(to + 1) , m, . „. \ - , 

= -logvr- + ^^ ^log2-ylog(TO + 2)+ 2^ log(n+l)!, 



On a aussi. 



et 



> / x m + 2 
Cf(0) = -2-, 

C'm (0) = logTr - (to + 1) log 2 - log(- + 1)! - log(- + 1)! + 1o S (to + 2). 



En regroupant tout cela, on obtient 



.'1 to to 2 \ to(to + 2) to + 2 2 m 
2jn(0) = 21 — + — H — I — 2- 



6 2 4/ 4 2 32' 
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et 



4(0) = 2( 2 £(-i) - £ \o g r(k + 1) + (1 - !^L±11) log2 + Ui+I log. - 1 

fe=l 

/ , m m(m + 1) , „ to, , . \ \ 

+ 2(^-log7r- + ^^ -log2- -log(m + 2)+ Iog(n+l)!J 



0<n<m,n^-?r 

-log7r + (m+ l)log2 + log(y + l)! + log(— + 1)! -log(m + 2) 
= 4Cq(-1) + 2 log(m + 1)! + (to + |) log2 - 1 - (m + 1) log(m + 2) 
= 4^(-l)-U(m+|)log2-21og (™ + 2 )^ 



6 v 3 ; b b (m + 1)! 

2. Si m est impair. On rappelle que : 

^m(s) = 2C> m +i + 2Co<„<[^](s). 

II suffit d'etudier la fonction 

Co<n<[^](s) = 51 H a^' 

0<n<[f:] AGZ„ 

et on verifie que 

(m+l)(m + 2) 
Co<n<[f](Oj = ^ , 

et que 

fe swl (0) = -^.os, + ^.og2-Iio g (|^) + |:io g r (t + i). 

Done, 

/l to to 2 to 2 + 3to + 2\ 

^°^ 2 (6 + y + - i — ) 

2 TO 

~ ~3 ~ ~2' 



z m(0) — 2Cn>m+l + 2Co<n< [f-] (0) 

= 4cy-i) + (i + ra )io e2 4-i„ g (^±^). 

On conclut que pour tout to > 1 on a : 

2 rn 

Ca^(0) = ^(0) = ----, 
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et 

4^40) =z' m (0) + log ^m(O) 

= 4C4(-1) - ~ - 21og + (| + m) log2 - (i + m) log2 

1 4 4 

= 4Cq(-1) - g - log /iL2 !00i00 + (- + m) log 2 - (- + m) log 2, voir © 

= 4 Cq(-1) - g - logft-L2 j00!00 , 

qu'on ecrit sous la forme 

&g^(0) + bg ^,00,00 = 4Cq(-1) - \- (37) 
Par les notations et les calculs du paragraphe ([2]), on constate que 

Ck s _(0) = T 3 (TpT oo ;OR oo ). 

4 Annexe 

4.1 Sur un calcul de classes de Bott-Chern 

Soit X une variete analytique complexe. Pour tout p et q deux entiers positifs, on note par AM (X) 
l'ensemble des formes differentielles de degre (p,q) sur X, par A^'P\X) le quotient de A^ P \X) par 
dA^- 1 'P)(X) + dA^-P- 1 \X) et on pose 

A(X) = @ pm A^\X). 
Si uj G on note pour tout fc G N, M (fe) l'element de A<>> fe )(X) tel que u = Efe eN H (fc) - 

A toute serie formelle symetrique <j> on peut associer une classe caracteristique encore notee <f> et une 
classe secondaire de Bott-Chern <f> comme dans § 1]. Si <fi(x) — J2keN a k xk est une serie formelle en 
une seule variable x, on a pour tout fibre en droites holomorphe L, 

cf>(L) = ^a k Ci(L) k . 

fceN 

Soit £ une suite exacte de fibres en droites hermitiens sur X : 

£ :0— > (L,hi) — > (L,h 2 ) — > 0, 
et on note par cj)(L,hi,h2) la classe caracteristique associee. D'apres [7J Proposition 1.3.1], on a : 

keN 

Done, pour determiner 4>{L, hi, hi), il sufHt de calculer les c\{L, hi, h%) pour tout k E N. C'est le but de 
la proposition suivante : 
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Proposition 4.1. Soit X une variete analytique complexe et L un fibre en droites holomorphe sur X . 
Si L est muni de deux metriques hermitiennes de classes C°° , h\ et h%, alors 



est une section holomorphe locale de L. 

Demonstration. Soit L un fibre en droites holomorphe sur X qu'on munit de deux metriques hermitiennes 
h\ et h 2 de classe C°°. Si h est une autre metrique hermitienne C°° sur L, on a : 

1. ch(L,h,h) = 0, voir Theoreme 1.2.2 (hi)], 

2. ch(L, hi, = ch(L, hi, h) + ch(L, h, h^) voir Corollaire 1.3.4], 

3. ch(L,h 1 ,h 2 ) =ch(0,hi®hi 1 ,h 2 ®hi 1 )ch(L,hi), , voir (1.3.5.2)]. 

II sufht done de determiner ch(C, hi, h 2 ) avec hi est la metrique triviale et h 2 est C°° quelconque sur O. 

Sur X x P 1 , on considere le hbre en droites trivial O muni de la metrique h p definie par la fonction 
pf, ou / est la fonction qui definit la metrique h 2 (c.a.d h 2 (l, 1) = e^) et p est l'image reciproque par la 
projection de X x P 1 sur P 1 d'une fonction positive C°° sur P 1 telle que p(0) = 1 et p(oo) = 0. 

Avec ces notations, on a d'apres [7] : 




(38) 



et 




avec s 



(39) 




dans A(X). On a 



ch(C, h) 



ch(dcf (log/i(l,l)) 
ch(dd c (pf)) 



E-y( drfC (^)) 



Montrons que : 




Dans A(X x P 1 ) = A(X) (g> AfJP 1 



), on a pour tout j € N*, 




4+j{{dd c P )f) i 4- 1 +o, 



ou on a pose wi := d c pdf + dpd c f + pdd c f et les autres termes sont nuls puisque (dd c p) = pour k > 2. 
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Par le meme argument, on a 

(/ dd^wf 1 - f(dd c p) (d c pdf + dpd c f + pdd°/) J_1 

= /(dd c p)(^- 1 (rfd c /r 1 +---) 

= fp j - 1 dd c p(dd c f) j - 1 +0 
= { ( p- 1 dd c p)f{dd c fy-\ 

et 

= (d c p df + dpd c f + P dd c f^j 3 

= p j (dd c /y + 3 p i - 1 (d c pdf + d P d c f)(dd c fy- 1 - i)pi- 2 (d c pdf + dpd c f) 2 (dd c fy- 2 + o 
= P j (dd c fy +j(d c P df + dpd c f)^-\dd c fy- 1 ) - 2j(j - i)p>- 2 {dpd c P )d c .fdf{dd c fy- 2 . 

Si a e A(X x P 1 ), on va noter par {a} la composante de a contenant dz A d c z (ou z une coordonnee 
locale sur P 1 ). On a done, 

= -2j(j - i)pi- 2 dpd c pd c fdf(dd c fy- 2 . 

Par suite, 

{{dd c ( P f)y} = j(^- 1 dd c p)f(dd c fy- 1 - 2j(j - iy- 2 (dpd c p)d c fdf(dd c fy- 2 
= j (P- x dd c P fiddly- 1 + 2j(j - i)p>- 1 dpd c P (d(fd c f) - fdd c f) (dd c jy- 2 

= p^- 1 (j dd c P - 2j(j - \)dpd c p) fiddly- 1 + 2j(j - ly- 1 dpd c P d(fd c f)(dd c fy- 2 
= aj (z) fiddly- 1 + p^ddd^ydd^y- 2 

avec otj := pi^ 1 (j dd c p — 2j(j — l)dpd c p^j et j3j := 2j(j — l)/^ -1 dpd c p sont deux formes differentielle 
de degre maximal sur P 1 . 

Done, on a dans A(X), 
ch(0, h u h 2 ) = - [ ch(dd c (pf)) log \z\ 2 

= - E 7T ( / a M l0 § I 2 !') fiddly- 1 - E 7T ( / ^ W l0 § \A 2 )d{fd c f){dd^f) 



J-2 



On a done montre que : 

ch(L, hi,h 2 ) = ch{0, hx <g> /if 1 , h 2 <8> h^^ch^L, hi) 

= E^(- 1 o^)(^(-^^))'" 1 ^,/ il ). 



□ 
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4.2 Un rappel sur la theorie des fonctions de Bessel 

Dans cette introduction a la theorie des fonctions de Bessel, la principale reference est le chapitre 17 
du [23] ■ On s'interessera a une sous-classe de fonctions de Bessel a savoir les fonctions de Bessel d'ordre 
un entier. 



Pour tout z fixe, la fonction 

admet un developpement en une serie de Laurent en t. Soit ngZ. Par definition la fonction de Bessel 
d'ordre n est la fonction qui pour tout z S C associe J n {z) le coefficient de t n dans ce developpement. 

une fonction analytique sur C telle que J_„ = (— l) n J n et 

00 (—lY(-z) n+2r 
^— ' I r + 11 m + r + 1 

r— ' 

une solution de l'equation differentielle lineaire suivante : 

d 2 y 1 dy , n 2 , 

crz z az v z^ ' 

Relations de recurrence : On a pour tout z e C 

A( z -«j„(z)) =-z-"J n+1 (z), (40) 

j;(z) = -j n (z)-j n+ i(z), (41) 

^(2) = ^(Jn-l(2)-Jn+lW), (42) 

J' n (z) = J n ^{z)--J n (z), (43) 

-^-(z n J n (z))=z n J n . 1 (z), (44) 
az 

• Les fonctions de Bessel modifiees d'ordre entier sont les fonctions /„ donnees par 

I n (z):=i- n J n (iz)=J2 -. \ 2 J VzeC, 

lr+llm+r+1 

r— ' 



On a 



f "^ = 2"r(n+l) Z " + 0(zm) ' N<<1 ' ^ 
J„_i(z) - I n+1 (z) = —I n (z), (46) 

±(z n I n (z))=z n I n . 1 (z) ) (47) 



53 



— {z- n I n (z)) = z- n I n+1 (z), 
dz 



d 2 I n {z) ldl n {z) 



dz 2 



z dz 



(1 + )/„(*) =0. 



t , s eZ 4n 2 - 1 1 \ 

/ " (z) = 71^( 1 "^^ + 0( ^ ) )' 



avec (|arg(z)| < §), cf. [1, 9.7.1]. 



2ttz 



avec (|arg(z)| < § ), cf. [Tj 9.7.3]. 



7„(nz) = 



4n 2 + 3 _-l,x 

—5 + ° - )' 

8z y 



,7»f(*) — I 

^7, 7T 2^ -i u i( z )> 



(l + 7?fe,i(n,oo)) (27m) 2(1 + z 2 ) 



(48) 
(49) 
(50) 

(51) 
(52) 



Vz verifiant arg(z) <§ — e, < e< 1 voir [Tj)J 7.18 p. 378] ou [TJ 9.7.7]. Une estimation d'erreur 
est donnee par la formule [TBI 7-14, p. 377]. 



I' n (nz) = 



(1 + z 2 )^ 



1 +m,l( n > 00 ) (27m) 2 z 



II 2 3 

— f 1 + -Vi + \{V 2 - U 2 ) + /s 2 ,i(n, z) - ^-m,i{n, zj) , (53) 



ou 



voir [1, 9.7.9] ou UJ ex 7.2 p.378]. 



7 1 



8(1 + Z 2)3 24 (l + z 2)| 



(54) 
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